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Resumo e palavras-chave

Resumo As interpretacoes funcionais I da aritmética que estudamos sao apli-
cacoes que a cada férmula A da aritmética associam uma férmula A’ da forma
VrdyAr(z,y) ou 3aVyAr(z,y) (onde x e y sao uplos de varidveis).

Vamos estudar sistematicamente quatro resultados associados a cada interpreta-
¢ao funcional.

1. Teorema da correccao Se A é demonstravel (numa teoria aritmética fortalecida
com principios extra), entdo existem termos ¢ que testemunham os quantifica-
dores existenciais de A’. Este teorema extrai informacao das demonstracoes,
codificada nos termos.

2. Teorema da caracterizacao A aritmética fortalecida com principios extra prova
a equivaléncia entre A e A, Este teorema mede o deslocamento de A para A’
e caracteriza os principios extra que surgem no teorema da correccao.

3. Teorema da extracgdo de programas Se Vr3yA,,(z,y) é demonstravel (A, é
uma férmula sem quantificadores), entdo existe um termo t(x) tal que

Vo Agy(z,t(z)).

4. Teorema da conservacao Se a aritmética fortalecida com principios extras
prova Vo3yA,,(z,y), entdo a aritmética sem os principios extra prova a mesma
formula.

Na primeira parte da tese comecamos por fazer uma exposicao detalhada da
aritmética de Peano e da sua homodloga intuicionista, a aritmética de Heyting. De
seguida estudamos as interpretacoes funcionais de Godel e de Shoenfield, compomos
a primeira com uma tradugao negativa (que permite passar da aritmética de Peano
para a aritmética de Heyting), e factorizamos a segunda por meio da primeira e de
outra traducao negativa.

Na segunda parte da tese adicionamos a aritmética um simbolo de desigualdade
e estudamos duas interpretacoes funcionais talhadas para obter majorantes de va-
riaveis quantificadas existencialmente, nao testemunhas precisas delas.

Palavras-chave Aritmética, intuicionismo, interpretacao de demonstracoes, in-
terpretacao funcional, majoracgao, teoria da demonstracao, traducao negativa.



Abstract The functional interpretations I of arithmetic that we study are appli-
cations that to each formula A of arithmetic assigns a formula A’ of the form
VadyAr(z,y) or 3zVyAr(z,y) (where z and y are tuples of variables).

We will systematically study four results associated with each functional inter-
pretation.

1. Soundness theorem If A is provable (in an arithmetic theory strengthened
with extra principles), then there exists terms ¢ that witness the existencial
quantifiers of A’. This theorem extracts information from proofs, codified in
the terms.

2. Characterization theorem The arithmetic strengthened with extra principles
proves the equivalence between A and A!. This theorem measures the displa-
cement from A to A’ and characterizes the extra principles that appear in the
soundness theorem.

3. Theorem on program extraction If Va3dyA,,(x,y) is provable (A4,; is a quan-
tifier-free formula), then there exists a term ¢(z) such that VoA (z,t(z)).

4. Conservation theorem If the arithmetic strengthened with extra principles
proves Vae3yA,s(z,y), then the arithmetic without the extra principles proves
the same formula.

In the first part of the thesis we start by doing a detailed exposition of Peano
arithmetic and it intuitionistic homologous, Heyting arithmetic. After we study the
functional interpretations of Godel and Shoenfield, we compose the former with a
negative translation (which allows to go from Peano arithmetic to Heyting arith-
metic), and we factorize the latter by means of the former and another negative
translation.

In the second part of the thesis we add to arithmetic an inequality symbol and
we study two functional interpretation taylored to obtain majorants of existencially
quantified variables, not precise witnesses for these.

Keywords Arithmetic, intuitionism, functional interpretation, majorizability, ne-
gative translation, proof interpretation, proof theory.



Introducao

A presente tese gira em torno das interpretacoes funcionais da aritmética. Por
isso, parece-nos apropriado iniciar a introdugao mencionando as teorias aritméticas
que vamos considerar e a nocao de interpretacao funcional.

Vamos considerar uma variante da bem conhecido aritmética de Peano PA e a
sua homdloga intuicionista, a aritmética de Heyting HA.

As interpretacoes funcionais I que consideramos sao aplicagoes que a cada for-
mula A associam uma férmula A’. Consoante a interpretacio I em questdao, a
férmula A sera da forma

(i) JaVyAr(z,y) ou (i) Vz3IyAr(z,y),

onde A;(z,y) é uma féormula sem quantificadores e x = z1,...,Tm € Yy =Y1,...,Yn
sao uplos de variaveis. Regra geral, uma interpretacao funcional tem dois resultados
importantes associados.

1. Teorema da correccao O teorema da correccao diz que para certas teorias
aritméticas TA e TA', se TA F A (isto é, TA prova A), entdao a partir dessa
demonstracao podemos extrair de forma algoritmica testemunhas t para os
quantificadores existenciais de A’. No caso (i) isto significa TA" - VyA[(t, y)

(as testemunhas nao dependem dos y) e no caso (ii) significa TA" - VzA[ (z,4(z))
(as testemunhas dependem dos z).

2. Teorema da caracterizagao O teorema da caracterizagao diz que com a ajuda
de certos principios légicos P (como casos particulares da lei da dupla negagao,
o axioma da escolha, etc.) temos TA+ P A « Al

O que pretendemos com uma interpretacao funcional é obter informagao acerca
de A. Mais precisamente, extrair informacao a partir de uma demonstragao de
A. Os teoremas da correccao dao informagao codificada nas testemunhas ¢, mas
essa informacao refere-se a A!, nao a A. E verdade que TA+P F A « Al ¢ tal
equivaléncia permite transferir a informacdo sobre A/ para A, mas a equivaléncia
prova-se numa teoria TA+P mais forte do que o desejavel, devido aos principios extra
P. Nao obstante, se impusermos certas restrigdes sobre A (por exemplo, ser uma
férmula sem quantificadores), j4 temos TA - A < Al. Os teoremas da caracterizagio
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podem ser encarados como medidas do quao acentuado ¢ o deslocamento A ~ A”:
quanto mais forte forem os principios P necessérios para que TA+P F A « Al
maior é o deslocamento. Também permitem caracterizar a teoria TA que surge no
teorema da caracterizacao, no sentido de garantirem que ela é a maior teoria que
torna o teorema da caracterizacao verdadeiro.

Iremos essencialmente usar os teoremas da correccao para obter duas classes de
teoremas.

3. Teorema da extracgao de programas Se A tiver certas restrigoes, como ser da
forma Vo3yAs,(z,y) onde Ay (x,y) é uma férmula sem quantificadores, entao
o deslocamento A ~» A’ é reduzido, pelo que o teorema da extraccao, neste
caso particular, pode ser reenunciado dizendo que se TA + VzdyA,(z,y),
entao TA" F VzA,, ($,t(x)) Encaramos esta testemunha ¢ como sendo um
programa que recebe com “entrada” um z e dé como “saida” um y = t(x) tal

que Agy(z,y).

4. Teorema da conservacdo Umas vez provado TA' F VaA,, (x, t(x)), concluimos
TA" F Va3yAg(z,y) (basta tomar y = ¢(x)). Obtemos assim um resultado de
conservagao: se TA b VadyAg,(z,y), entdo TA" - VaIyA,,(x,y), isto é, TA é
conservativo sobre TA' relativamente a férmulas da forma Va3IyAy,(z,y).

Os quatro teoremas mencionados sao resultados que variam consoante a interpreta-
¢ao funcional. Iremos estuda-los sistematicamente para cada interpretacao funcional.

Passamos agora a descrever o conteido dos capitulos desta tese.

Capitulo 1 Antes de tratarmos das interpretacoes funcionais, fazemos um estudo
das teorias aritméticas que vamos considerar. E esse o objectivo do primeiro capitulo.

As aritméticas que vamos considerar sao essencialmente duas: a aritmética de
Peano PA e a aritmética de Heyting HA. Estas duas aritméticas tém os mesmos axio-
mas aritméticos (isto é, axiomas para lidar com a igualdade, o sucessor, a recursao e
a indugao), diferindo apenas na logica que lhes estd subjacente. PA tem subjacente
a légica classica, que (informalmente) podemos definir como sendo a légica usual em
matemadtica. HA tem subjacente a lgica intuicionista, que (sem grande rigor) é a
logica cléssica excepto a lei do terceiro excluido, a lei da dupla negacao e o método
de reducao ao absurdo. Isto significa que nas demonstragoes dentro de PA é-nos
permitido usar todas as leis da légica, enquanto nas demonstragoes dentro de HA
é-nos proibido recorrer as referidas leis e método. Uma vez que hé esta diferenca
relativa a légica subjacente as teorias aritméticas, achamos conveniente, antes de
tratarmos das aritméticas, fazermos uma breve formalizacao das logicas classica e
intuicionista.

As teorias aritméticas que vamos considerar vao ser teorias em todos os tipos
finitos. Informalmente, isto significa que alguns objectos da teoria serao encarados
como numeros naturais, outros como fungoes pertencentes a NN, outros ainda como



~ N . . s ~
fungoes pertencentes a (NY )(N ), etc. Desta forma, as nossas teorias aritméticas terdo
a capacidade de lidar com funcoes de niimeros naturais.

O primeiro resultado importante que vamos provar, o teorema da completude
combinatorial, é precisamente acerca de fungoes. Ele diz-nos que algumas funcgoes
podem ser representadas dentro da teoria aritmética por meio de objectos chama-
dos termos. Mais precisamente, diz-nos que dado um termo ¢(z) onde ocorre uma
variavel x, podemos construir um segundo termo que representa dentro da teoria a
fungao x — t(x).

O segundo resultado importante diz-nos que toda a funcao primitiva recursiva
pode ser representada dentro da teoria aritmética por um termo. Em particular,
este resultado da a nossa teoria aritmética a capacidade para lidar com operagoes
aritméticas elementares, como a adi¢ao e o produto.

Apesar de em geral a lei do terceiro excluido nao valer em HA, porque a légica
subjacente ¢ a légica intuicionista, conseguimos provar que ela vale para formulas
A,y sem quantificadores, isto é, HA F A, V = A,,. Este é o nosso terceiro resultado
importante.

E finalmente, ja a terminar o primeiro capitulo, vamos provar que é possivel
definir, dentro das teorias aritméticas, termos por casos, desde que os casos nao
tenham quantificadores. Isto significa que dados termos ¢; e t5 e uma férmula sem
quantificadores A,,(z), existe um terceiro termo ¢(x) cujo comportamento altera-se
em fungdo de Ay, (z): se para certo x temos Ay, (z), entdo ¢(z) comporta-se como
t1, caso contrario comporta-se como t,. Este resultado, de aspecto mais técnico, é
importante na demonstracao dos teoremas da correccao.

Capitulo 2 No segundo capitulo tratamos do exemplo por exceléncia de uma
interpretacao funcional: a interpretacao funcional de Godel D. O tratamento que D
dé a implicacao é o seu aspecto menos claro, pelo que o motivamos de duas formas
diferentes. Também o tratamento da disjuncao, embora mais compreensivel, nao
¢ o mais natural, pelo que explicamos o que falhava na demonstracao do teorema
da correccao se optassemos pelo tratamento natural. Aproveitamos o teorema da
correcgao para provar que HA+P (para certos principios P) é construtiva no seguinte
sentido: sempre que HA + P = JxA(x), é possivel obter uma testemunha ¢ para o
quantificador existencial (isto é, HA + P F A(t)), e sempre que HA +P - AV B,
entao HA + P = A ou HA + P F B. Terminamos o capitulo com um exemplo do
calculo de testemunhas ¢.

Capitulo 3 No terceiro capitulo tratamos de tradugoes negativas. Uma tradugao
negativa N é uma aplicacao A — AN tal que se PA - A, entdo HA - AV, Neste
sentido, interpreta a aritmética com logica classica na aritmética com logica intuicio-
nista. Vamos considerar duas tradugoes negativas: a de Kuroda Ku e a de Krivine,
esta ultima com duas versoes, Kr e Kr,,.



A tradugdo Ku serd usada no capitulo 5. No entanto, aproveitamos ja o seu
teorema da correccao para obter de forma extremamente simples um teorema de
conservacao: se PA - A,,, entao HA F Ay,

As traducoes Kr e Kr,, sao apresentadas neste capitulo mas o seu uso é adiado
até ao capitulo 6.

Capitulo 4 No quarto capitulo compomos a interpretacao funcional de Godel D
com a traducao negativa de Kuroda Ku. Obtemos desta forma uma interpretagao
funcional Ku D de PA em HA: por meio de Ku passamos de PA para HA, e em HA
usamos D para extrair informacao.

Ku D

PA HA HA

Capitulo 5 No quarto capitulo vimos como obter, em dois passos, uma interpre-
tacao funcional de PA em HA compondo a interpretagao funcional de Gédel D com a
traducao negativa de Kuroda Ku. No quinto capitulo apresentamos a interpretacao
funcional de Shoenfield, em trés versoes S, S,, € Sym, que também interpreta PA
em HA, mas directamente, isto é, num tunico passo sem a ajuda de uma tradugao

negativa.
Ku D

HA HA
S

PA

As trés versoes diferem no tratamento que dao a disjuncao. Somos detalhados no
estudo de S e mais breves no estudo de S,, € S,.,,. Terminamos o capitulo provando
a equivaléncia entre S, S,, € Spm.

Capitulo 6 No quarto capitulo vimos como interpretar funcionalmente PA em HA
em dois passos usando a interpretagao funcional de Gédel D e uma tradugao negativa

N, e no quinto capitulo vimos como o fazer em um passo usando a interpretacao
funcional de Shoenfield S.

N D

PA HA HA
\_/
S

Este facto naturalmente levanta uma questao: sera que podemos factorizar S na
forma S = N D para alguma tradugao negativa N7 Daremos uma resposta afirma-
tiva com N = Kr. Uma vez que temos trés versoes S, S,, € Sy, da interpretagao
funcional de Shoenfield e duas versoes Kr e Kr,, da traducao negativa de Krivine,
faremos este estudo da factorizacao com as varias versoes.

Capitulo 7 Com o sétimo capitulo entramos nas segunda parte desta tese. Vamos
agora estudar interpretacoes funcionais limitadas, que sao interpretacoes funcionais
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talhadas nao para extrair testemunhas exactas t para quantificagoes existenciais
JzA(x), isto é, objectos t tais que A(t), mas para extrairem majorantes ¢ para as
quantificagoes existenciais, isto é, objectos t tais que dx JtA(z).

No capitulo sete retomamos o estudo das aritméticas PA e HA per si, estendendo-
-lhes a linguagem com uma desigualdade <. Comegamos por estudar a formalizacao
dentro das teorias aritméticas da desigualdade usual < entre niimeros naturais e da
nogao de maximo. Finalmente tratamos das novas teorias aritméticas PAgq e HAg
munidas com a desigualdade < e estudamos todos os resultados de que precisamos
para trabalhar com as interpretacoes funcionais limitadas.

Capitulo 8 No oitavo capitulo estudamos uma interpretagao funcional limitada B

que podemos dizer ser uma homologa limitada da interpretagao funcional de Godel
D.
HA —2- HA

HAS —> HAL

Capitulo 9 No oitavo capitulo estendemos a traducao negativa de Kuroda Ku ao
contexto da aritmética munida com <.

Capitulo 10 No décimo capitulo compomos a interpretagao funcional limitada B
com a tradugao negativa de Kuroda Ku estendida, a imagem do que fizemos no
capitulo quatro com a interpretagao funcional de Godel D e a tradugao negativa de
Kuroda Kwu original, obtendo assim uma interpretacao funcional limitada de PAq
em HAL.

PA K% HA 2. HA

Capitulo 11 No décimo primeiro e 1ltimo capitulo, apresentamos a interpretagao
funcional limita a Shoenfield M, uma homoéloga limitada a tradugao de Shoenfield
S, que tal como S interpreta directamente a aritmética de Peano num tinico passo
sem a ajuda de uma traducao negativa.

PA 5% HA -2~ HA PAq % HAL —Z5 HAS
V V
S M
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Capitulo 1

Loégica e aritmética

1.1 Sistemas de deducao formal

Precisamos de comegar por mencionar alguma notagao que vamos usar ao longo
de todo o texto. A segunda e a terceira alineas seguintes servem para podermos
desfazer-nos de alguns parénteses na escrita das formulas sem criar ambiguidade, e
as restantes alineas contém notacao miscelanea.

Notacao 1. Sejam A e B férmulas, t e ¢ termos e x e y varidveis.

1. Vamos abreviar um uplo (eventualmente vazio) de termos ty,...,t, por t.

2. Convencionamos que —, V e 3 tém prioridade sobre A e V, que por sua vez
tém prioridade sobre — e «-. Atendendo a este convenc¢ao, podemos por vezes
eliminar parénteses das férmulas desde que nao haja ambiguidade.

3. Denotamos a substituicao simultanea de variaveis x por termos ¢ na férmula
A(z) (respectivamente, no termo ¢g(z)) por A[t/z] ou simplesmente por A(%)
(respectivamente, q[t/z] ou ¢(t)).

Sejam ¢ € {A,V,—} e 4 € {V,3}. Interpretamos A< B[t/z] e dyA[t/x] como
significando, respectivamente, Ao (B[t/z]) e dy(A[t/z]) em vez de (Ao B)[t/z]
e (JyA)[t/z).

4. Escrevemos A = B (respectivamente, t = ¢) para significar que as férmulas A
e B (respectivamente, os termos ¢ e ¢) s@o sintacticamente iguais.

5. Vamos usar o simbolo — para representar a implicacao “dentro” de uma teoria
(isto é, vai ser um simbolo da linguagem da teoria) e vamos usar o simbolo =
para denotar a implicagdo em meta-nivel (isto é, vai ser um simbolo da “lin-
guagem” auxiliar que usamos para discutir uma teoria). Damos usos anédlogos
aos simbolos < e <.
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6. Denotamos as variaveis livres da férmula A por FV(A) e as varidveis que
ocorrem no termo ¢ por FV(t) (FV vem do inglés free variables).

De seguida apresentamos sistemas de dedugao formal para a légica intuicionista
e para a légica cldssica. Vamos usar trés sistemas de dedugao formal (cada um deles
com duas versoes), escolhendo caso a caso o que mais nos convier. Tal é legitimo
porque os sistemas intuicionistas sao equivalentes e os sistemas classicos também
sao equivalentes. Os trés sistemas sao:

1. o sistema de deducao formal de Godel (versoes intuicionista e cldssica);
2. a dedugao natural (versdes intuicionista e cldssica);

3. o sistema de dedugao formal de Shoenfield (s6 para logica classica, versoes
para uma linguagem baseada em —, V e V e para uma linguagem baseada em
-, A, VeV).

Regra geral, preferimos os sistemas de Godel e de Shoenfield para demonstracoes por
inducao no comprimento das derivagoes e a dedugao natural para deduzir formulas.

Definigao 2. Consideremos uma linguagem baseada em L, A, V, —, V e 3 (onde
definimos ~A:=A— 1le A« B:=(A— B)A (B — A)). O sistema de dedug¢do
formal de Gédel para a logica intuicionista é constituido pelos seguintes axiomas
l6gicos e regras légicas.

1. Os axiomas logicos sao:

) os axiomas da contracgio AV A — Ae A — ANA,
) os axiomas do enfraquecimento A — AV Be AN B — A,
(¢c) os axiomas da comutatividade AV B— BV Ae ANB — BA A,
) o axioma ez falso quodlibet 1 — A;
) VoA — Alt/z] e Alt/x] — JxA onde (em ambos os axiomas) t é um

termo livre para x em A.

2. As regras logicas sao:

CVA—-CVDB

B— A A— B
B —VzA dzA— B

A A— B - . A— B B-—C.
a) a regra modus ponens 22 =5 ¢ o silogismo 2= L 5= C
(a) areg p = g £ 5-C

. AAB o C : < A (B—0)
b) a regra da exportacao —————~——=— e a regra da importacdo 22 " ):
(b) 9 portagcao g ey g poTtagan — =5
(¢) a regra da expansao A—B

(d) as regras dos quantificadores onde (em ambas as regras)

x & FV(B).
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Seja I' um conjunto de férmulas. Dizemos que uma féormula A é derivdvel pelo
sistema de deducao formal de Godel para a logica intuicionista a partir de I', e
denotamos por I' I, ¢ A, se e sé se existe uma sequéncia de férmulas A;,..., A,,
a que chamamos derivacio de A, com A, = A, tal que cada A; é um axioma
légico ou A; € I' ou A, resulta da aplicagao de uma regra légica a A;,,..., A;, com

jl;"'ajk;<7:~

Vamos agora apresentar a dedugao natural. Trata-se de um sistema de dedugao
formal que reproduz a nossa forma usual de raciocinar, pelo que é particularmente
util para derivarmos férmulas. Neste sistema as derivagoes tém a forma de arvores,
pelo que antes de apresentarmos o sistema indicamos a notacao que vamos usar para
as arvores.

Notacao 3. Vamos representar uma arvore como a da figura 1.1 por

A
B, DB,
¢, G G5
D
A
Bl B
G, Ghl/ Cs

D

Figura 1.1: uma &arvore.

Definicao 4.

1. Consideremos uma linguagem baseada em L, A, V, —, V e 3 (onde definimos
A =A—-1leA- B:=(A— B)AN(B — A)). Chamamos dedug¢ao
natural para a logica intuicionista ao sistema de deducgao formal constituido
pelas regras logicas expostas adiante para construir arvores D, a que chamamos
derivagoes, cujos nodos sao etiquetados por férmulas. A férmula que etiqueta
o nodo inferior de D chamamos conclusio de D. O nome das regras esta
escrito a direita da linha horizontal das regras. Nesse nome, “E” significa
“eliminacao”, “I” (isto é, “I”) significa “introdugao”, “I” (isto é, “1”) em indice
significa “esquerda” (vem do inglés left) e “r” em indice significa “direita” (vem
do inglés right). Por exemplo, o nome “AE,” 1é-se “eliminagao de A a esquerda”
ou “A-eliminagao a esquerda”.
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2. Ao mesmo tempo que expomos as regras, definimos por inducao no nimero de
nodos de D os conjuntos de nodos A(D) e F(D). Dizemos que uma férmula
A é uma hipdtese aberta (respectivamente, fechada) se e sé se A é etiqueta de
um nodo pertencente a A(D) (respectivamente, F'(D)).

3. Suponhamos que D é uma deducao.

(a) Se quisermos por em evidéncia que A pode ser uma hipétese aberta de D
(embora nao tenha necessariamente de o ser), entdo podemos denotar D
por

4]
D

(b) Se B for a conclusdo de D, entdo podemos por em evidéncia este facto

denotando D por
D

-

(¢) Nas condigoes das duas alineas anteriores, podemos combinar as duas
notacoes e denotar D por
[A]
D .
B

4. As regras logicas sao as seguintes. Consideramos que a seguinte arvore D,

—A(D) = {4
A FD) =0

(isto é, uma arvore com um s6 vértice, e esse vértice tem etiqueta A) é uma
derivagao onde A(D) = {A} e F(D) = 0 (por {A} entendemos o conjunto
formado pelo nodo de D com etiqueta A).

Suponhamos agora que temos derivagoes Dy, Dy e D3, para as quais ja defini-
mos os conjuntos A(D;) e F(D;). As seguintes arvores D sao derivagoes.

13_1 A(D) := A(Dy)
o1 F(D) := F(Dy)
g N | FD)=FD)UFD)

D

1 A(D) := A(Dy)

A;\lB AE, | F(D):=F(Dy)
D,

A(D) == A(Dy)

A;B AE, F(D) :F(Dl)




[‘51] A(D) := A(Dy)\ X
Bl F(D):=F(D,)UX
o5 Y€ {A}
Por {A} entendemos o conjunto dos nodos de A(D;) etiquetados por A.
D D
i > A(D) := A(D,) U A(Dy)
A28 A g| FD)=F(D)UF(D)
b A(D) == A(D))
A w,| FD) = F(Dy)
0 A(D) := A(Dy)
vV F(D) = F(Dy)
4]  [B]
D, Dy  Dj A(D) == A(Dy) U [A(D2) \ {A} U [A(Ds) \ { B}]
AV B C C E F(D):= F(D1)UF(Dsy) U F(Ds)U{A} U{B}
C

Por {A} entendemos o conjunto dos nodos de A(Ds) etiquetados por A.
Por { B} entendemos o conjunto dos nodos de A(Dj3) etiquetados por B.

b A(D) = A(Dy)
ViA VI F(D) = F(D)

Exigimos que A(D;) nao contenha nodos etiquetados por férmulas das quais x
seja variavel livre.

D
vig) A(D) := A(D,)
F(D):=F(D
Ai/a] 7 (D) := F(Dy)
Exigimos que o termo t esteja livre para a x em A.
D,
A(D) = A(Dy)
Alt/x]
F(D):=F(D
5 3| FD)=F(Dy)
Exigimos que o termo t esteja livre para a x em A.
[A]
Dy Dy A(D) := A(D1) U [A(D2) \ {A}]
dxA B F(D):= F(D1)UF(Dy)U{A}
— 5 *F

Exigimos que x ¢ FV(B) e que em A(Ds) \ {A} nao haja nodos etiquetados
por formulas das quais x seja variavel livre.
Por {A} entendemos o conjunto dos nodos de A(Ds) etiquetados por A.

5. Seja I' um conjunto de férmulas. Dizemos que uma féormula A é derivdvel
pela deducao natural para a légica intuicionista a partir de I', e denotamos
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por I' F; v A, se e s6 se existe uma dedugao D com conclusao A e todas as
férmulas que sao etiquetas de A(D) pertencem a I

6. Podemos adicionar novos axiomas a deducao natural considerando um axioma
A como sendo uma deducao D que consiste numa arvore com um sé vértice
com etiqueta A e sem hipdteses abertas nem fechadas:

— A(D) :
F ;

0
A (D) =0

Observagao 5. A regra —| acima permite que apenas algumas das hipdteses abertas
A deixem de ser abertas e passem a ser fechadas (mais precisamente, permite que
apenas alguns nodos de A(D;) com etiqueta A ndo pertengam a A(D) e pertencam
a F(D)). Existe uma variante —I" em que se exige X = {A}, isto é, “fecham-se”
todas as hipdteses abertas A. A esta opcao de “fechar” todas as hipdteses abertas
chamamos convenc¢ao da descarga completa (“descarregar” significa “fechar”).

A deducao natural com a regra —| é equivalente & deducao natural com regra —l’,
no sentido de que uma féormula é derivavel por uma deducao natural se e s6 se é
derivavel pela outra (ver [Troelstra e Schwichtenberg 1996], pardgrafo 2.1.5).

Notacao 6. Frequentemente para indicarmos que vamos fazer a dedugao

VrA(z)

A(t)
escrevemos que “pomos xr = t”.

Os dois sistemas de deducao formal anteriores sao equivalentes no seguinte sen-
tido.

Teorema 7 (equivaléncia entre os sistemas intuicionistas). Consideremos uma lin-
guagem L baseada em L, N\, V, —, ¥ e d. Para toda a formula A de L e para todo
o conjunto I' de formulas de L, temos ', A & I't n A.

Demonstragao. Ver [Troelstra 1973], capitulo I, subparagrafos de 1.1.3 a 1.1.11. [J

Gragas a este equivaléncia, podemos dizer que uma férmula € intuicionisticamente
derivavel sem especificar em qual dos sistemas de deducao formal para a légica
intuicionista é derivavel.

Vamos agora estender os dois sistemas de deducao formal anteriores para a légica
intuicionista a légica classica.

Definicao 8. Consideremos uma linguagem baseada em L, A, V, —, V e 4. Chama-
mos sistema de deducao formal de Gédel para a logica cldssica ao sistema de dedugao
formal de Godel para a logica intuicionista com a adigao do seguinte axioma légico:
a lei do terceiro excluido

LEM: Av-A
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(LEM vem do inglés law of excluded middle).

Definimos a noc¢ao de uma férmula A ser derivdvel a partir de um conjunto I' pelo
sistema de dedugao formal de Gédel para a légica cldssica, denotando por I' -, ¢ A,
de forma andloga a I' -; ¢ A.

Definicao 9. Consideremos uma linguagem baseada em 1, A, V, —, V e 3. Cha-
mamos deducdao natural para a logica classica a dedugao natural para a légica in-
tuicionista com a adicao da seguinte regra légica: se D; é uma deducao, entao a
seguinte arvore D é uma dedugao:

[-4]

Dy A(D) = A(Dy) \ {~4}
1 F(D) = F(D,) U{~A}
[ RAA

(RAA vem do latim reductio ad absurdum) onde por {—A} entendemos o conjunto
dos nodos de A(D;) etiquetados por —A.

Definimos a noc¢ao de uma férmula A ser derivdvel a partir de um conjunto I' pelo
sistema pela deducao natural para a légica classica, denotando por I' .y A, de
forma analoga a I' F; y A.

Como em légica classica valem as equivaléncias
ANB « =(-AV-DB), (A— B) < —-AV B, drA « VA,

basta, para a logica classica, considerarmos uma linguagem baseada em —, V e
V, onde os membros esquerdos destas equivaléncias sao por definicao os membros
direitos. O sistema de dedugao formal de Shoenfield é talhado especificamente para
esta situagao.

Defini¢ao 10. Consideremos uma linguagem baseada em —, V, e ¥ (onde definimos
ANB :==(-AV-B), A — B:=-AVBedzA :=-Va-A). O sistema de dedugdo
formal de Shoenfield para a légica classica é constituido pelos seguintes axiomas
l6gicos e regras légicas.

1. Os axiomas légicos sao:

(a) "AV A;

(b) VxA — A[t/z] onde t é um termo livre para x em A.

2. As regras logicas sao:

b

(a) 55
AV A.

(b) Ta

(C) A\/(B\/C)‘
(AvB)vC’

23



(d) Av%vﬂé}vc;

(e) AL onde x ¢ FV(B).

Seja I' um conjunto de férmulas. Dizemos que uma féormula A é derivdvel pelo
sistema de dedugao formal de Shoenfield para a logica cléssica a partir de I', e
denotamos por I' . g A, se e s6 se existe uma sequéncia de férmulas Ay,..., A,,
a que chamamos derivacdio de A, com A, = A, tal que cada A; é um axioma
légico ou A; € I' ou A; resulta da aplicagao de uma regra légica a A;,,..., A;, com

j ,...,jk<l

Apesar de -, V e V ser um sistema de simbolos l6gicos completo para a légica
cléssica, em algumas situagoes (por exemplo, quando estudarmos a tradugao de
Shoenfield) trara alguma simplicidade considerarmos também A como um simbolo
l6gico primitivo. Por esta razao, apresentamos de seguida uma modificacao do sis-
tema de Shoenfield para esta nova situacao. Esta adaptagao e a demonstragao da
redugao da sua completude a do sistema de Shoenfield original devem-se a Fernando
Ferreira.

A modificagao do sistema de Shoenfield consiste em tomar A como simbolo pri-
mitivo e acrescentar axiomas para lidar com este novo simbolo. Para que tal modifi-
cacao seja equivalente ao sistema original, é suficiente que no novo sistema derive-se
AN B < —=(=AV —B). Portanto, uma solu¢ao era tomar A A B < —(=AV —B)
como sendo um axioma do novo sistema. Verifica-se no entanto que é suficiente e
mais elegante acrescentar os axiomas AANB — A ANB — BeA— (B— AAB,).

Definicao 11. Consideremos uma linguagem baseada em —, A, V, e V. O sistema
de dedugao formal de Shoenfield para a légica classica modificado é constituido pelos
seguintes axiomas légicos e regras logicas.

1. Os axiomas légicos sao:

(a)

(b)

(¢) ANB — B;

(d) A— (B— AAB);
)

(e) YxA — A[t/z] onde t é um termo livre para = em A.

2. As regras légicas sao:
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(e) AYEB onde x ¢ FV(B).

VAV B

Definimos a nocao de uma férmula A ser derivdvel a partir de um conjunto I' pelo
sistema de deducao formal de Shoenfield para a logica classica modificado, denotando
por I' . s, A, de forma andloga a I' . g A.

Como ¢é desejavel, os trés sistemas para a logica classica sao equivalentes entre
si, pelo que podemos em cada situagao usar o sistema mais conveniente.

Teorema 12 (equivaléncia entre os sistemas cldssicos e completude). O sistema
de deducao formal de Godel para a légica cldssica, a deducdo natural para a légica
cldssica, o sistema de deducdo formal de Shoenfield para a logica cldssica e o sistema
de deducgdo formal de Shoenfield para a légica cldssica modificado sao completos (e
correctos) para a logica cldssica. Consequentemente, para toda a férmula A e para
todo o conjunto I' de formulas, temos

F"agA = F"CJVA = F}_qu = F}_qsm A.

Demonstracao.

Deducao natural Em [van Dalen 1989], capitulo 3, est4 demonstrado que a dedugao
natural para a logica classica é completa.

Sistema de dedugao formal de Gédel A demonstragao consiste essencialmente em
provar que, na presenca da légica intuicionista, LEM e RAA sao equivalentes. Usando
LEM provamos RAA por

[—A]
D
L :
AV=A (4] A T
e usando RAA provamos LEM por
]
[-(AV-A4)] Av-A
s
—A
A \iﬂA .
AV A RAA

Entéao o sistema de Godel com LEM é equivalente (pelo teorema 7) & dedugao natural
com LEM que ¢é equivalente a deducao natural com RAA.

Sistema de dedugao formal de Shoenfield Em [Shoenfield 1967], seccao 4.2, estd de-
monstrado que o sistema de deducao formal de Shoenfield para a logica classica é
completo.
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Sistema de dedugao formal de Shoenfield modificado Sejam S e S, respectivamente,
os sistemas de dedugao formal de Shoenfield e de Shoenfield modificado. Seja C' uma
formula de uma linguagem baseada em —, A, V e ¥V e denotemos por C’ a férmula
obtida de C substituindo cada ocorréncia de uma subférmula da forma A A B por
—(—AV =B). Para ver que S, é completo, ja sabendo que S o é, basta ver que
I'kes, ¢ = T'tegs, C, porque entao temos

'EC = T'EC' = I'k.sC' = Theg, ¢ = D, C,

onde I' = C significa que C é consequéncia seméantica de I', e onde na peniltima
implicacao usamos o facto de as derivagoes por S serem também derivacoes por S,,,
uma vez que todos os axiomas e regras de S sao também axiomas e regras de Sp,.
Paraver que I't-.g5,, ' = T'F¢g, C basta verificar que em S,,, derivamos AAB «
—(=AV =B). Tal como as definimos, as derivagoes sao sequéncias Ay, ..., A,, mas
para serem mais legiveis vamos dar-lhes o aspecto de drvores (como as dedugoes da
dedugao natural).

1. Em S,, vale a regra ’g\v/i porque temos a derivagao
AVB -AVA
BV A '
2. Em S,, vale a regra AATHB porque temos a derivacao
A
AV DB -AV B,
Bv B

B

onde “(1)” assinala um passo onde usdmos a alinea 1.

(AVB)VC o
porque temos a derivacgao

3. Em S, vale a regra ~———""—
AV (BVC)

(AVB)vC
CV(AV B) (1)
(CVAVB (1)
Bv(CVvA) "
(BvC)V A
AV (BVCC) (1)

AV (BVC(C)

Recordemos que por definicao também vale a regra reciproca AVEvC

AV B

orque temos a derivacao
—avp Pord s

4. Em S,, vale a regra

AvB —-Av--A
Bv-—-—A
~—avp W
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5. Fes

A — [B — =(=AV —B)] porque temos a deriva¢ao

m

—|(—|A V —|B) V (—iA V —\B)
(—\A\/—!B)\/—!(—'A\/—\B) 3)’
—AV [-BV-(-AV -B)] (3)

(1)

B—C) A—B

porque temos a derivagao
A—C

6. Em S,, vale a regra 4=

-AV (=BVC(C)
-AV B (-BVvC)V-A
BV -A (1) -BV (CV-A)
AV (CV-A)
CV[-AV(CV-A)]
(CVv-A)V (CV-A)

Ccv-A
“ave W

(1)
(3)

7. Fes,, —(mAV =B) — A porque temos a derivagao

—AV A
vl
BV (AV-A)

(AVv-A)Vv-B (1) '
AV (-mAV -B) (3)
(mAV-B)V A (1)
—=(-AV-B)V A )

8. Fes,, 7(mAV -B) — B porque temos a derivagao

~BVB
AV (-BV B)

(ﬁA\/—\B) vV B
—(Av-BvE Y

A— B B—-C(C

orque temos a derivacao
== porq G

9. Em S,, vale a regra

BV -A -BVvC.
—AvC

10. F.s,, AN B — =(—=AV =B) porque temos a derivagao

ANB — A A—)[B—>ﬂ(—\A\/—\B)] (5) 9
A/\B—>[B—>—|(—\AV—\B)] () ANB— B

A/\B—>—|(—|A\/—|B)
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11. Fes,, 7(mAV -B) — A A B porque temos a derivacao
—-(-mAV-B)—-A((7) A—(B— ANADB)

—(=AV-B) — (B— AAB) ) —(=AV-B) — B (8) 6y
—~(mAV-B)— AAB (6)

1’2/\@ porque temos a derivagao

A—(B—AANB) A 5
B — (AN B) (2) B<2)
ANB

12. Em S, vale a regra

Das alineas 10 e 11 resulta que .5, AA B < =(=AV =B) por aplicacao da alinea
12. U

No enunciado do teorema anterior nao é relevante especificar a linguagem a que
pertence a féormula A porque, no contexto da logica classica, os simbolos logicos L,
-, A\, —, J tanto podem ser considerados como primitivos ou definidos por valerem
as equivaléncias

1 = Cy A —~Cy, “Ae— (A— 1),
ANB « =(-AV-B), (A— B) < —-AV B, drA — VA,

onde Cj é uma férmula fixada (no contexto da aritmética, uma alternativa a definir
1 :=Co A —Cy é definir L :=0=1).

A légica classica obtém-se da logica intuicionista adicionando-lhe LEM ou RAA.
Ha ainda um terceiro principio comum em matematica que quando adicionado a
logica intuicionista resulta na légica classica.

Definicao 13. Chamamos lei da dupla negacdo a

LDN: ——A— A

(LDN vem do inglés law of double negation).

Observacao 14. Podemos demonstrar que qualquer um dos sistemas de deducgao
formal para a logica intuicionista prova a equivaléncia entre LEM, LDN e RAA. A
adicao de qualquer um destes principios a um dos sistemas de deducao formal para
a légica intuicionista resulta num sistema de deducgao formal completo para a logica
classica.

Nota historica 15. Parece-nos que a origem do sistema de dedugao formal de Godel
para a logica intuicionista sao os artigos [Godel 1958] e a sua revisao [Godel 1972],
de Godel. Com vista a verificar o teorema da correcgao de D (que veremos adiante),
Godel sugere o sistema seguinte:
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1. os axiomas sao A - ANA, ANB — A, ANB — B A A, os axiomas duais
destes para V e L — A (na verdade, Godel escreve 0 = 1 — A);

~ A A B A(z) A—-B B—C ANB—C A—(B—0O)
2. asregras sao (a) =—5==, (b) 7=, (¢) =527 (d) 7" 5= & (©)

A — B A — VxB A—-C B—C (; A — B dzxA — B
(f) m7 (g) A— B’ (h) AVB —C ’()HCEA—>B (J) A—> B

e (onde em al-
gumas regras faz restrigoes sobre = ser variavel livre).

Comparativamente com o sistema da definicao 2, o sistema original de Godel tem a
mais as regras (g) e (j), tem a regra da (h) em vez da regra da expansao ﬁ
(as duas s@o equivalentes na presenca das restantes regras e axiomas) e tem a regra
(b) em vez do axioma Yz A(x) — A(t). Parece que no sistema original de Godel falta
o axioma A(t) — JxA(x), mas ele é derivavel: dos axiomas JrA(x) — JrA(x) A
JzA(z) e JxA(x) ANz A(x) — FzA(z) por (¢) vem JxA(z) — JxA(x), donde por (j)
vem A(z) — JxA(x), e daqui por (b) vem [A(x) — JzA(x)][t/x] = A(t) — FxA(x).

Nas notas biograficas 79 e 112 podemos encontrar breves biografias de Godel e
Shoenfield, respectivamente.

Nota histérica 16. A deducao natural surgiu devido ao descontentamento com
os anteriores sistemas de dedugao formal, que operavam de forma diferente da que
usamos para raciocinar, tornando frequentemente dificil derivar férmulas. Stanaslaw
Jaskowski e Gerhard Gentzen, simultanea e independentemente, conceberam siste-
mas de dedugao mais naturais, que descreveram em artigos de 1935. Acabou por
ser o sistema de Gentzen a vingar.

A origem do nome dedug¢ao natural para o sistema de dedugao formal de Gentzen
deve-se a sua descrigao desse sistema como “calculo de dedugao natural” no seu artigo
[Gentzen 1935]:

«Primeiro eu queria construir um formalismo que se aproximasse o mais
possivel do raciocinio real. Entao surgiu um “célculo de deducgao natu-
ral”.»

Gentzen procurava uma demonstragao da consisténcia da teoria dos ntmeros.
Conseguiu-a usando a deducgao natural, mas descontente com a complexidade da
demonstracao, apresentou uma nova demonstragao em 1938 usando outro sistema
de dedugao formal chamado cdlculo de sequentes.

Nota biografica 17. Gerhard Gentzen (1909-1945) foi um lgico alemao particu-
larmente conhecido pelos seus sistemas de dedugao formal (a dedugao natural e o
célculo de sequentes), pelo seu teorema da eliminacao do corte e pelas suas demons-
tragoes da consisténcia dos axiomas de Peano.

Gentzen mudou cinco vezes de universidade durante os seus estudos de mate-
matica. Comecou na Universidade de Greifswald em 1929, mas mudou-se para a
Universidade de Géttingen no ano seguinte. Novamente um ano depois mudou de
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universidade, desta vez para a Universidade de Munique. Ainda ficou menos tempo
nesta, mudando-se para a Universidade de Berlim. Finalmente, regressa a Gottin-
gen, onde se doutorou. E af que vai trabalhar até 1943 (embora tenha prestado
servigo militar entre 1939 e 1941).

Durante a ocupacgao alema de Praga, Gentzen torna-se professor na Universidade
Alema de Praga. Na sequéncia da revolta popular de Praga contra a ocupagao,
Gentzen ¢ preso (juntamente com mais pessoal da universidade) e quatro dias depois,
com a chegada do exército russo, é colocado num campo de concentracao. Ocupa o
tempo a pensar numa demonstracao da consisténcia da analise e morre a fome trés
meses depois.

Nota historica 18. Parece-nos que o sistema de deducao formal de Shoenfield
surge pela primeira vez em [Shoenfield 1967]. Shoenfield comeca por considerar, no
capitulo 2, uma linguagem baseada em —, V e 3, e um sistema de deducao formal
com (entre outros) o axioma A(t) — JrA(x) e a regra HfA_;BB (comzx & FV(B)). No
capitulo 8, quando vai apresentar uma demonstracao da consisténcia da aritmética
de Peano, muda para uma linguagem baseada em —, V e V, pelo que substitui o
axioma e a regra pelos seus homélogos universais: Vo A(z) — A(t) e A2 (com

VrAV B
r ¢ FV(B)).

1.2 Tipos finitos

Nesta seccao vamos definir a nocao de tipo finito. Informalmente, o tipo de um
nimero natural é 0, o tipo de uma funcao pertencente a NN é 00, o de uma funcao
pertencente a (NN)N ¢ (00)0, etc. Mais tarde consideraremos que cada termo tem um
tipo associado, pelo que cada termo é encarado como representando um elemento
de N ou N¥ ou (NN)N, etc.

Definicao 19. Fixemos um alfabeto {(, ), 0, —>} Definimos o conjunto de todos o0s
tipos finitos T, cujos elementos sao palavras sobre alfabeto fixado aos quais chama-
mos tipos finitos ou simplesmente tipos, por indugao pelas seguintes condigoes:

1. 0 T;

2.p7eT = (p—71)eT.

Em vez da palavra (p — 7) podiamos ter considerado a palavra 7(p) ou a palavra
(Tp) (notemos a inversao da ordem de p e 7).

Pode ser ttil ter a seguinte interpretacao em mente: pensamos num objecto de
tipo 0 como sendo um nimero natural e pensamos num objecto de tipo p — 7 como
sendo uma funcao (total) do conjunto dos objectos de tipo p para o conjunto dos
objecto de tipo 7. De outra forma, pensamos no tipo 0 como sendo o conjunto dos
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nimeros naturais e pensamos no tipo p — 7 como sendo o conjunto das funcgoes
(totais) do conjunto p para o conjunto 7.

Usando esta interpretagao, podemos dar uma motivacao para as notagoes p — 7
e 7p. Denotemos tanto por A — B como por B4 o conjunto das aplicacdes de um
conjunto A para um conjunto B. Entao pensando em p e 7 como sendo conjuntos,
temosque p - 7éA—-BcomA=peB=r1,istoé, 7pé BAcomA=peB=r1
(talvez seja mais sugestivo escrever 7p na forma 7° para se assemelhar mais a B4).

Notacao 20.

1. Quando nao houver ambiguidade, dispensamos parénteses. Por exemplo, es-
crevemos 0(00) em vez de (0(00)).

2. Sejam pq, ..., pr tipos. Abreviamos

,01—>(P2—>(P3—>"'—’(sz—1—>Pk)"')> (1.1)

por py — pg — p3 — +++ — pr_1 — p (isto é, quando usamos a notagao com
setas, associamos a direita).

Abreviamos
((--'(pkpk—l)"'P?))m)Pl (1.2)

por prpr—1- - psp2p1 (isto é, quando usamos a notagao sem setas, associamos
a esquerda).

Estas duas regras de associagdo nao estao em contradigdo porque em (1.1)
escrevemos 0s tipos pi,...,pr por uma ordem e em (1.2) escrevemos pela
ordem inversa, o que explica a inversao da regra de associagao.

3. Abreviamos um k-uplo p1,. .., p; (eventualmente vazio) de tipos por p e defi-
nimos Bt = Pk .-, p1 (iSO €, gt ¢ o uplo p pela ordem inversa).

4. Dados dois uplos p = py,...,p, € T =T1,..., 7 de tipos, definimos

PT = P1T1 Ty ooy PnT1 " Tk

5. Sejam B(l), e ,B(k) uplos de tipos. Abreviamos

(( c (p® plDy p<3))p<2>> p)

p®p@ pM (isto é, associamos a esquerda).

por E(k)g(kfl) . e

Nota histérica 21. A nocao de tipo finito surge no artigo [Godel 1958] de Godel:

«[...] a nogdo de “fungdo computavel de tipo t” é definida da seguinte
forma:

(1) as fungoes computéveis de tipo 0 s@o os nimeros naturais;
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(2) se as nogoes de “fungao computéavel de tipo ty”,“funcdo computavel
de tipo t1”, ... “funcdo computavel de tipo t;” (com k > 1) ja foram
definidas, entdo uma func¢ao computavel de tipo (tg,t1, ..., ) é definida
como uma operagao |...|] que a cada k-uplo de fungoes computaveis de
tipos tq, ..., associa uma funcao computéavel de tipo ty.»

Usando a nogao de tipos finitos, Godel constréi uma teoria tipada T (isto é, onde
cada termo tem um tipo), conhecida como teoria T de Gddel, que é essencialmente
HAY sem quantificadores, e reduz a consisténcia de PA (que é essencialmente PAy
nao tipado) a consisténcia de T. (Falaremos mais dessa demonstracao de Godel na
nota histérica 78.)

1.3 Aritméticas de Heyting e de Peano

Nesta seccao definimos as duas teorias aritméticas que vamos considerar durante
a primeira parte da tese: a aritmética de Peano e a sua homoéloga intuicionista, a
aritmética de Heyting. Vao ser teorias tipadas, isto €, nas quais cada termo tem
associado um tipo finito. Iremos fazer algumas consideragoes acerca da forma como
a versao que adoptamos destas aritméticas trata a igualdade.

Aproveitamos para provar alguns resultados basicos relacionados com variagoes
e generalizagoes dos axiomas e regras destas duas aritméticas e com alguns axiomas
que parecem estar em falta, mas na verdade sao consequéncia dos restantes.

Definicao 22. A aritmética de Heyting em todos os tipos finitos com tratamento
minimal da igualdade, denotada por HAy (vem do inglés Heyting arithmetic, 0 in-
dica o tratamento minimal da igualdade e w todos os tipos finitos), é formada pela
seguinte linguagem e pelo seguinte sistema de dedugao formal.

Linguagem

1. Os simbolos 16gicos sao L, A, V, —, V, 3 (onde, como habitualmente, defini-
mos " A:=A—-1leA— B:=(A— B)AN(B— A)).
Para cada tipo p, a linguagem tem um conjunto numerdvel de variaveis
xf, xb, xk, ... de tipo p.
Os simbolos néo légicos sao o simbolo relacional bindrio =, entre termos (a
definir a seguir) de tipo 0, e as constantes seguintes que dividimos em dois
conjuntos: constantes logicas e constantes aritméticas.

(a) As constantes logicas sao, para todos os tipos p, 7 e 6, II, . de tipo prp
chamado projector, e 5, de tipo 76(pd)(7pd) chamado combinador.

(b) As constantes aritméticas sao, para todos os tipos p = p1,...,p, 0 de
tipo 0 chamado zero, S de tipo 00 chamado sucessor e um uplo R, =
(R1)p,- - (Ry),, onde cada R; tem tipo p;(pr0p") - -~ (p10p") p'0 (isto ¢,

R, tem tipo p(p'0p")p'0) e é chamado um recursor.
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2. Os termos de tipo p sao as variaveis de tipo p, as constantes de tipo p e as
palavras da forma tq onde ¢t é um termo do tipo p7 e ¢ é um termo do tipo 7.

3. As formulas atomicas sao L e as palavras da forma t =5 ¢ onde t e ¢ sao
termos do tipo 0.
As formulas sao as formulas atémicas e as palavras da forma AA B, AV B,
A — B, VaPA e dxPA, onde A e B sao férmulas e z” é uma variavel do tipo p.

Notacao Antes de prosseguirmos a definicdo, precisamos de estabelecer alguma
notacao.

1. Sejam tq, ..., termos de HAy. Abreviamos
(. .. ((tth)tg) .. ')tk
por tytots - - -ty (isto é, associamos titats - - - t) & esquerda).

2. Sejamp= py,...,pr€T=T1,...,To uplosde tiposet="1y,...,tx €q=qi,...,qn
uplos de termos de HAj de tipos th e T, respectivamente. Abreviamos o uplo
t1G1 " Gns - - tkq1 - - - Gn de tipo p por Lq.

3. Sejam tW ... t® uplos de termos de HAY. Abreviamos

( (tDE@)®) .. .)t(m
por tMWt@¢G) ...t () (isto é, associamos Mt ¢B) ... () § esquerda).

Sistema de deducao formal

1. Os axiomas légicos e regras légicas sao os da l6gica intuicionista (ver definigdes
2e4).

2. Os axiomas nao légicos, a que chamamos ariomas aritméticos, sao (onde Ay
¢ uma férmula atémica):

(a) os axiomas de II, .
II: Ay, 2%y Jw’] — Aglz/w];
(b) os axiomas de ¥, ,:
P Aat[257p7Tpr6yp‘sz5/wT] — Aylrz(yz)/w];

(c) os axiomas de R,:

. Au[R,0y222%" Jw?) o Auly/w)
o Aat[ﬁg(sxo)ggég%t/wg] - Aat[é(ﬁixyé)$/w] 7
onde p = py,...,pr ¢ um uplo de termos e y2 = yi*,...,y." e 200" —
plogt pkOBt ~ ..
N sao uplos de variaveis;
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(d) os axiomas de =¢: © =g x e T =¢ y A Ag[r/w’] — Auly/w];
(e) os axiomas de S: Sz =¢ Sy — x =gy e Sz % 0;

(f) o azioma de indugao:
IA:  A(0) AV [A(x) — A(Sz)] — V2 A(x)
(IA vem do inglés induction ariom) onde A(z°) é uma férmula arbitraria.

Definicao 23. Definimos a aritmética de Peano em todos os tipos finitos com trata-
mento minimal da igualdade, denotada por PAY (do inglés Peano arithmetic), como
sendo HAy + LEM.

Por vezes omitimos a especificagao dos indices superiores p indicativos dos tipos
dos termos t” para simplificar a escrita. Se o fizermos, quando escrevermos tg sub-
entendemos que os termos t e ¢ tém tipos compativeis (isto é, se ¢ tiver tipo 7, entao
t tem tipo da forma p7). Quando escrevemos A[t/x| assumimos que o termo ¢ e a
variavel x tém o mesmo tipo.

Adoptando a defini¢ao usual de chamar conjunto das varidveis (livres) de um
termo t de HA, denotado por FV (t), ao conjunto das varidveis que nele ocorrem,
temos que se t°7 e ¢7 sao termos de HA§, entdo FV (tq) = FV (t) U FV (q).
Analogamente, adoptando a ideia usual de substituicao de varidveis por termos,
temos que se t*7, ¢7 ¢ r< sao termos de HAY e xZ sdo varidveis, entao (tq)[r/z] =

(t[r/z])(qlr/z]).

Informalmente, os axiomas II, ¥ e R dizem que Ixy = x, Yzyz = zz(yz) e
ROyz =y, R(Sz)yz = z(Rxyz)z. Com efeito, existem mesmos versoes da aritmética
de Heyting, com um tratamento da igualdade dito por extensionalidade, em que (i)
definimos uma igualdade entre termos de tipo p = Opg - -+ p1 (todo o tipo p é desta
forma) por t* =, ¢” := Vai', ... afF (tey - - 25 =¢ qx1 - - - x1), (i) damos os axiomas
I, ¥ e R como igualdades de tipo p e (iii) adoptamos um azioma ou uma regra
da extensionalidade que permite derivar os axiomas I, ¥ e R (ver, por exemplo,
[Kohlenbach 2007], secgao 3.3).

Observacao 24. Temos

HA; + HO,T:EOyT =0 T,
HAY F Egyp,oxo"‘sy"ézd =0 z2(yz),
HAY = Ro0y°2"" =g y,

HAY F  Ro(S2%)y 2" = 2(Rozyz)w.

Por exemplo, para verificar HAy + Tl ,2%y™ =¢ x, consideramos Ay (w) := w =g z.
Por II vem

HAS F A (Mg ,2°y7) < Ag(z),
isto é,

HA; + HOVTxOyT =0T <> T =q X.
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Como HAY + z = z, segue-se HAY + IIp,2%y" = x. Analogamente para os
restantes resultados.

Para o estudo que vamos realizar, s6 nos interessa, por exemplo, de A[llzy/w]
podermos concluir Alz/w]. Com um tratamento da igualdade por extensionalidade,
tal seria feito em dois passos: (i) evocavamos [lzy =, x e (ii) usdvamos o axioma ou
regra da extensionalidade para de A[llzy/w] (e de (i)) concluir A[z/w]. Tal seria um
processo indirecto porque pelo meio envolvida a igualdade de tipo p. O tratamento
da igualdade e dos axiomas II, ¥ e R que adoptamos, dito minimal, é mais directo
porque permite tirar a mesma conclusao mas num tnico passo, pelo que nos parece
mais elegante.

As constantes I e ¥ podem inicialmente parecer objectos estranhos. A presenca
destas constantes torna-se mais natural quando, ao demonstrarmos o teorema da
completude combinatorial, notarmos como elas sao fundamentais e especialmente
talhadas para construir termos que desempenham o papel de funcgoes dentro de
HA;. Ja as constantes R sao mais faceis de interpretar: usando-as podemos, dentro
de HAY, definir termos por recursao. Por exemplo, se g : N x N — N for uma fungao
que ja conseguimos representar dentro de HAy por um termo ¢, entao a funcao
f N — N definida por recursao,

f0) =0
, 1.3
LD 2 oo 1-3)
pode ser representada dentro de HA§ pelo termo RnOt. Com efeito, temos
A[RO0t/w] < A[0/w] e A[R(Sn)0t/w] < A[t(Rn0t)n/w], o que informalmente

pensamos como significando

ROOt = 0
{R(SH)Ot = t(RnOt)n - (1.4)

Comparando (1.3) com (1.4) pensando em Rn0t como sendo f(n) e em ¢ como sendo
g, vemos que o termo Rn0t estd a ser definido por recursao da mesma forma que
f. Mais geralmente, num termo Rxyz, o x faz as vezes da variavel sobre a qual se
faz recursdo, o y é o valor inicial (o valor do termo quando = = 0) e 0 z é a fungao
que da o valor de R(Sx)yz a custa do valor de Rxyz e de x. Consideramos uplos R
de recursores em vez de um s6 recursor R para podermos facilmente fazer recursoes
simultaneas.

Nos capitulos seguintes vai ser por vezes mais facil fazer demonstracoes por indu-
¢ao no comprimento das derivacoes usando uma regra de indugao em vez do axioma
de indugao.

Proposicao 25. Se em HA; substituirmos IA pela regra de indugao
A(0) A(x) — A(Sx)
A(2) ’
(IR wvem do inglés induction rule), isto €, HAy + A(0), A(x) — A(Sz) = HAY

A(x), entao obtemos uma teoria equivalente a HA. Analogamente para PAj.

IR :
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Demonstragdo. Sejam HAy a teoria obtida de HAY substituindo 1A por IR e A(z?)
uma férmula qualquer de HAY.

HAY = HAY' Suponhamos que HAY = A(0) e HAY = A(x) — A(Sz). Entdao HAY +
Vz[A(z) — A(Sz)]. Vem HAY F A(0) AVz[A(x) — A(Sz)]. Por IA aplicando modus
ponens concluimos HAy - Vx A(z), logo HAY + A(x).

HAY = HAY Seja
B(z) := A(0) AVz[A(z) — A(Sz)] — A(z).
Temos
B(0) = A(0) AVz[A(z) — A(Sz)] — A(0),
B(z) — B(Sz) = [A(0) AVz(A(z) — A(Sz)) — A(z)] —
[A(0) AV (A(z) — A(Sz)) — A(Sz)].

E facil provar HAY - B(0): basta supor o antecedente de B(0) e daf concluir A(0).
Verificamos HAy + B(x) — B(Sz) da seguinte forma: supomos B(z) e o antece-
dente de B(Sz), donde concluimos A(z); como pelo antecedente de B(Sz) temos
A(z) — A(Sz), concluimos A(Sz). Por IR vem HAY' = B(x), isto é, HAY' F Vo B(z)

donde, atendendo a que x nao estd livre no antecedente de B(z) e sabendo que
intuicionisticamente temos Vy(C' — D) — (C — VyD) se y & FV(C), vem

HAY' = A(0) AVz[A(x) — A(Sw)] — VzA(z). O

A definicao de HAj exige que = seja reflexiva. Parece no entanto estarem em
falta as propriedades simétrica e transitiva. A proposicao seguinte diz-nos que estas
propriedades sao derivaveis em HAj.

Proposicao 26. Temos:

1. HAj Fx =0y — y =¢ ;

2. HAjFx =y ANy =02 — o =¢ 2.

Demonstracao.

1. Suponhamos x =g y. Seja Ay (w) := w =¢ x (é uma férmula atémica). Temos
Aup(z). Dex =gy e Ay(x) vem Ay(y), isto é, y =¢ x.

2. Suponhamos x =g y e y =¢ 2. Seja Ay (w) :=w =¢ z. Temos y =¢ = (pela alinea
1) e Au(y), logo temos Ay (x), isto é, x =g 2. O

Um dos axiomas de HA{ diz que se z = y, entao podemos numa férmula atémica
Agi(x) substituir « por y. Vamos generalizar este facto a férmulas arbitrérias.
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Proposigao 27. Para toda a férmula A(2°) de HAY e para todas as varidveis x° e

y° que estejam livres para z em A, temos

HAY Fz =gy A A(z) — A(y).

Demonstracao. Fazemos a demonstracao por indugao na complexidade das féormulas.

Formulas atémicas Este caso é um axioma.

A A B Por hipotese de indugao, temos

HAY F x=qy A A(z) — Aly), (1.5)

HAY + x=¢yA B(z) = B(y). (1.6)
Suponhamos z =q y e A(z) A B(x) e provemos A(y) A B(y). Vem A(y) e B(y), logo
Aly) A B(y)-

AV B Por hipétese de indugao, temos (1.5) e (1.6). Suponhamos x =¢ y e A(z) V
B(z) e provemos A(y) V B(y). De A(z) — A(y) e de B(z) — B(y) vem A(z) —
A(y) V B(y) e B(z) — A(y) V B(y), logo por VE vem A(y) V B(y).

A — B Por hipdtese de indugao, temos

HAG Fy =0z AN Aly) — A(x),

e temos (1.6). Suponhamos x =¢ y e A(z) — B(z) e provemos A(y) — B(y).
Temos y =g x. Entao temos A(y) — A(z), A(x) — B(z) e B(x) — B(y), logo
temos A(y) — B(y).

VwA Por hipétese de inducdo, temos (1.5). Suponhamos = =¢ y e (VwA)[z/z] e
provemos (YwA)[y/z]. Se z = w, entao o resultado é ébvio porque (YwA)[z/z] =
(VwA)[y/z]. Suponhamos z # w. Entao (VwA)[z/z] = YwA(x). Temos A(x), logo
temos A(y). De A(y) vem YwA(y) (porque w nao é varidvel livre das hipdteses
abertas © = y e YwA(x), pois w # z,y, uma vez que por hipitese = e y estao livres
para z em YwA), isto é, (VwA)[y/z].

JwA Por hipétese de indugao, temos (1.5). Suponhamos = =¢ y e (JwA)[z/z] e
provemos (JwA)[y/z]. Tal como na alinea anterior, podemos supor z # w, logo
(FwA)[z/z] = JwA(z). De z =¢ y vem A(z) — A(y). Entao de JwA(z) vem por
JE (que podemos usar porque w nao ocorre livre na hipétese aberta z =g y pela
mesma razao da alinea anterior) JwA(y) = (FwA)ly/z]. O

Os axiomas para X, Il e R apenas sao postulados para formulas atémicas. No
entanto, eles valem para férmulas arbitrarias. Tal é consequéncia do seguinte lema.

Lema 28. Sejam t =ty,...,t, € ¢ = q1,...,q, uplos de termos de HAF. Se para
toda a formula atomica Ay de HAY temos HAY = Ay[t/x] < Aalq/z], entdo para
toda a formula A de HAS temos HAG = Alt/z] « Alq/x].

37



Demonstracao. Fazemos a demonstracao por indugao na complexidade das féormulas.

Foérmulas atémicas Este caso é verdadeiro por hipotese.

A A B Por hipétese de inducao, temos
HAG F Alt/z
HAG = Blt/z]
Entao
HAG = Alt/z] A B[t/z] < Alg/z] A Blg/z].
AV B Por hipétese de indugao, temos (1.7) e (1.8). Entao
HAG - Alt/z] v Blt/z] < Alg/z] V Blg/z],

porque derivamos A[t/x] — Alq/z|V Blq/z] e B[t/x] — Alq/z]V Blq/z], logo
derivamos A[t/z|V B[t/x] — Alg/x]V Blg/z], e analogamente derivamos a implicagao
reciproca.

A — B Por hipétese de indugao, temos (1.7) e (1.8). Entao
HAG = (A[t/z] — B[t/z]) < (Alg/z] — Blg/z]),
[

porque supondo A[t/x] — Blt/z] derivamos A[q/x] — B[g/z] aplicando duas vezes
modus ponens a

Alg/z] — Alt/z],  Alt/z] — Blt/z],  Blt/z] — Blg/z],
e derivamos a implicacao reciproca analogamente.

VyA Por hipdtese de indugao, temos (1.7) para todas as varidveis x (de tipos
compativeis com t e ¢). Temos dois casos.

1. y Z x1,..., 2, Neste caso é facil concluir HAY = VyA[t/z] < VyAlq/z], isto
é, HAG = (VyA)[t/z] < (VyA)[g/z].

(vyA)[i/l] = vyA[tla"'7ti—17ti+17"'7tn/x17"'axi—1ami+17'"aan
(VZ/A)[Q/Q] = vyA[QIJ-”7%’—17%’4—17‘"7Qn/'7517’"7xi—17xi+17"‘7xn]-

As matrizes de (YyA)[t/z] e (VyA)[q/z] sdo equivalentes, pois tomando uma
variavel z € FV(A) do mesmo tipo de t; temos, por hipétese de inducao (que

se aplica ao uplo de varidveis xy,...,Z;_1, 2, Tit1,. .-, Tn),
A[tl,...,ti_l,tiﬂ,...,tn/xl,...,xi_l,xi+1,...,xn] =
A[tl,...,tn/.’ﬂl,...,$i,1,2,$i+1,...,xn] —
Alqry - G/ T1y o i1, 2, X1,y ey T =
A[ql,...,qi,l,qiﬂ,...,qn/xl,...,xi,l,a:iﬂ,...,xn].

Pela equivaléncia das matrizes sai HAg = (VyA)[t/z] < (VyA)[q/z].
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JyA Este caso é andlogo ao anterior. O

Corolario 29. Para toda a formula A de HAY, temos

HAy F AL, zy" /w’] < Alz/w],

HAY + A[Ss,,2 Py jw™] « Alzz(yz)/w],

HAS b ALR,0y222% /] o Aly/u],

HA; + A[R,(S2°)y2z2% jwe] < Alz(R,zyz)z/w).

Nota biogréfica 30. Arend Heyting (1898-1980) foi um matemaético e 16gico holan-
dés cujo principal contributo consistiu em formular a légica intuicionista em moldes
trataveis pela légica matematica. O seu trabalho girou quase exclusivamente em
torno do intuicionismo.

Antes de entrar para a universidade, Heyting queria ser engenheiro. Sé perto do
momento de entrar é que o seu gosto e propensao para a matematica o fizeram mudar
de ideias. A sua vida profissional comegou como professor no ensino secundario.
Todo o seu tempo livre era dedicado a investigacao.

Em 1925 doutorou-se sob a orientagao de Luitzen E. J. Brouwer com uma tese
intitulada Aziomdtica intuicionista para a geometria projectiva (Intuitionistische
aziomatieks der projektieve meetkunde). Em 1927 a Associacao Holandesa de Ma-
tematica colocou a prémio o problema de apresentar uma formalizacao das teorias
intuicionistas de Brouwer. Heyting concorreu e ganhou o prémio no ano seguinte.
Esse trabalho, refinado, expandido e publicado em 1930, gracejou fama a Heyting.

Heyting ensinou na Universidade de Amesterdao (Holanda) desde 1936 até se
reformar em 1968.

Casou duas vezes e teve onze filhos da sua primeira mulher.

Nota historica 31. Os axiomas de Peano foram apresentados por este em 1889 no
seu texto [Peano 1889]. Historicamente sao atribuidos a Peano, apesar deste afirmar
que essencialmente pediu-os emprestados a Richard Dedekind e que suportou-se
largamente em trabalhos de Hermann Grassmann. Quatro dos axiomas tratavam
da igualdade: trés postulavam a reflexividade, simetria e transitividade e um dizia
que se n for um nimero natural e m = n, entao m é um nimero natural. Outros
quatro axiomas postulavam propriedades dos termos 1 e S: 1 é um numero natural;
o sucessor de um numero natural é um numero natural; m = n = Sm = Sn;
e Sn # 1. Finalmente, o axioma de inducao: para todo o conjunto K, se 1 € K
en € K = Sn € K, entao todos os niimeros naturais pertencem a K. Este
axioma de inducao é um axioma de segunda ordem porque quantifica sobre todos os
conjuntos. Notemos que, para Peano, os nimeros naturais comecavam no 1.

Nota biografica 32. Giuseppe Peano (1858-1932) foi um matemaético italiano.
Axiomatizou os numeros naturais, criando a axiomatica de Peano. Mostrou, por
meio da curva de Peano, que existe uma sobrejeccao do intervalo unitario para o
quadrado unitario. Demonstrou o teorema de Peano: a equagao diferencial dy/dx =
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f(z,y) tem solugao se f for continua. Deu importantes contribuigdes ao ensino do
calculo e formulou a primeira definicao moderna de espago vectorial. Interessou-
-se pelo conceito filoséfico de definicao bem formada. Introduziu muita da notacao
moderna, entre a qual os simbolos N, U, C e € (na verdade, Peano usou ¢). Tinha
uma capacidade notavel de encontrar erros nos trabalhos dos seus colegas, algo que
nem sempre era levado a bem.

Em 1881 comecou a trabalhar no seu Formulario Mathematico, um projecto
ambicioso que pretendia reunir todos os resultados matematicos usando uma notagao
standard do proprio. Este projectou ocupou-lhe tanto tempo que o fez descurar
outros deveres, resultando no seu despedimento da Universidade de Turim.

Peano criou uma forma simplificada de latim, o Latino sine flexiones (latim
sem flexoes), que pretendia ser uma lingua universal que facilitasse a divulgacao do
conhecimento.

Nota histérica 33. Originalmente, no artigo [Godel 1958] de 1958, Godel propoe
que a sua teoria T lide com igualdade entre termos de tipo superior (isto é, de tipo
p com p # 0). Numa revisao de aproximadamente 1972, [Godel 1972], Godel refere
numa nota de rodapé outra possibilidade: trabalhar apenas com igualdade entre
termos de tipo 0 e notar que a tunica funcao de uma igualdade ¢ =, ¢ é concluir
A(t) < A(g). No entanto, ndo entra em detalhes. E Anne Troelstra que, numa
nota introdutéria as duas versoes do artigo de Godel em [Godel 1990], explicita este
tratamento minimal da igualdade sugerido por Goédel, apresentando os axiomas II,
Y e R como “axiomas de substitui¢ao” da forma A(t) < A(q) em vez de “axiomas de
igualdade” da forma t =, ¢. Troelstra usa o indice 0 em T, para denotar a variante
com tratamento minimal da igualdade de T.

1.4 Completude combinatorial

O objectivo desta secgao é demonstrar que, dado um termo ¢(z), existe um termo
q que faz o papel da funcdo x — t(x). Mais precisamente, HAZ F A[t[s/x]/w] —
Algs/w]. A existéncia destes termos é fundamental para (i) provar que toda a
fungao primitiva recursiva pode é representada dentro de HAy por um termo e (ii)
nos proximos capitulos, quando estudarmos as interpretacoes funcionais, definirmos
termos nas condic¢oes dos chamados teoremas da correcgao.

Teorema 34 (da completude combinatorial (para uma sé variavel)). Para todo o
termo t™(z”) de HAY, existe um termo Ax .t de HAY de tipo Tp tal que FV (Ax .t) =

FV(t)\ {z} e para todo o termo s” de HA e para toda a formula A(w™) de HAY,
temos

HAY E Alt[s/z]/w] < A[(Az.t)s/w)].
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O termo Az .t fica definido pelas condigoes

Az = Xy 0,011, 001150,
et = Il ,t sex & FV (1),
e . (t77t5) = Ypre(Ar.t)(Ax.ty) sex € FV (tity).

Demonstracao. Para simplificar a escrita, denotemos Az .t por q. Em rigor, uma
demonstracao por indugdo na complexidade dos termos procedia deste modo: (i)
verificivamos que o resultado vale para as constantes e para as varidveis e (ii) su-
pondo que vale para termos t; e t9, verificAvamos que vale para t;t,. Vamos fazer
a demonstracao com uma divisao por casos diferente, mas que pode ser facilmente
transformada numa demonstragao da forma (i) e (ii).

Temos de verificar que cada um dos ¢ definidos verifica HAY + A[t[s/z]/w] <
Algs/w] e que as varidveis de ¢ sdo as de t excepto x (esta ultima verificacao é
imediata). Vamos usar sistematicamente o coroldrio 29.

t = x Temos

Alt[s/z]/w] = A

)

Il
b

x ¢ FV(t) Temos
Alt[s/z]/w] = At/w]

t=tito e x € FV(t) Sejam q; := Az .t;, y; e yo varidveis distinta de z, w e das
variaveis que ocorrem em A, t1, to, q1, ¢o € s. Temos

Alt[s/z]/w] = Alti[s/z]ta[s/z]/w]

= (Afptals/x]/w]) [tis/x]/y1]

< ( [y1t2 s/x] /wD [q18/11]

= [qlstg s/ /w}

= ( [Q1Sy2/w}) [tz s/x] /yz}

= ( [(hSyQ/wD [q25/2]

= Al(qs)(qs)/w],
onde nas equivaléncias usamos as hipéteses de inducao. Precisamos que a varidavel
y1 fosse distinta das restantes varidveis ja consideradas para que em A(w) substituir
w por t1[s/x]ta]s/x] fosse 0 mesmo que substituir primeiro w por y;ta[s/x] e depois
substituir y; por t1[s/x]. Analogamente para ys. O
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Facamos duas observacoes acerca de definicao de Az .x. A primeira observacao
¢ que em vez de definirmos Az . x := X, 0,11, 011, podiamos ter definido Az . x :=
200,011, 5511, 5, onde 6 ¢ um tipo qualquer. A segunda observacao é que pretendemos
que Az .z seja um termo ¢ tal que HAY F A[t[gs/z]/w] < Alt[s/z]/w] e o primeiro
termo nestas condigoes que ocorre é ¢ = II, ,x, mas nao optamos por tomar este
termo como definigao de Az .z porque nao verifica F'V(q) = FV (z) \ {z}.

Definicao 35.

1. Seja x = x1,...,2, de HAY um uplo de variaveis e ¢ um termo de HAY.

Denotamos
AT . ()\xg. (()\xkt))>

por Az .t.

2. Sejat =ty,...,t, um uplo de termos de HA;. Denotamos o uplo de termos
Ax . ty,...,Ax .1, por Az .t.

3. Dizemos que Az .t esta definido por A-abstraccao.

Nos proximos capitulos, na demonstracao dos chamados teoremas da correccao,
iremos por vezes precisar de escolher termos que podem ser quaisquer desde que
sejam de tipo apropriado. Iremos frequentemente escolher os termos O, que fazem
dentro de HA; as vezes dos funcionais identicamente nulos, por serem particular-
mente simples.

Definigao 36. Para cada uplo de tipos p (eventualmente vazio), definimos o termo

O%" = Az .00,

Vamos agora generalizar o teorema da completude combinatorial a uplos de va-
ridveis, isto ¢, provar HA§ - A[t[s/z]/w] < A[(Az .t)s/w] onde, ao contrario do
teorema 34, t, w, z e s sao uplos. Notemos que a generalizagao nao ¢ trivial. Por
exemplo, pretendemos que

HAS E A[(Az1, 35 . t) s182/w] < Alt[s1, s2/21, 22) Jw0]. (1.9)
=\z1. (A2 . 1)

Era desejavel que tal resultasse de aplicar duas vezes o teorema da completude
combinatorial (para varidveis simples), mas nao é o caso, porque apés a primeira
aplicagao obtemos

HAY = A[(Az1 . (Azs . 1)) s152/w] — A[(Az.t)[s1/21]52/ W],

e daqui ja nao conseguimos aplicar uma segunda vez o mesmo teorema. A menos
que provemos que a A-abstrac¢ao comuta com a substituicao, isto é,

(Azo . t)[s1/21] = Axo . (t[s1/11]).
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E isso que vamos fazer no lema 37, mas com certas restrigoes sobre as variaveis.

Mesmo com este resultado o que obtemos é

HAS B A[(Azy . (Ao . 1)) siso/w] —  A[(Axg . t)[s1/21]s2/w]
= A[(Aza. (t[s1/31])) s2/w]
— A[t[sl/xl][sg/xg]/w]

e, em geral, t[sy/x1][sa/xa] Z t[s1, S2/x1, x2], pelo que ainda ndo obtemos (1.9). No
entanto vamos conseguir mostrar no lema 39 que, com certas restrigoes sobre as
varidveis, temos t[s;/x1][sa/xs] = t[s1, S2/21, x2], obtendo (1.9) mas com restri¢oes
sobre as variaveis. Finalmente, conseguimos contornar essas restricoes usando o

lema 41.

Lema 37 (A-abstraccao comuta com a substitui¢do). Sejam t(z,y) e s termos de

HAY, onde x #y. Se x & FV(s), entdo
(Ax.t)[s/y] = Az (t[s/y]).

Demonstracao. O termo Ax .t é definido pelas seguintes condigoes:

ANC.x = Zp’po’pnmponmo,
et = Il tsex g FV(t),
Ax . (17t]) = X, oAz ty)(Ax.te) se x € FV (tity).

O termo Az . (t[s/y]) é definido pelas seguintes condigoes:

Ar.x = X001 00110,
Az (ts I, (t[s/y]) se @ & FV (t[s/y]),
Az (7 [s/y]t3[s Sprol Az (ta[s/yD)][Ax . (t2s/y])] se
x € FV(ti[s/ylt2[s/y]).

~ T

= =

~— —
| |

Fazemos a demonstracao por inducao na complexidade de t.

t é uma variavel

1. t = 2 Neste caso o resultado é 6bvio.

2. t#x Temos z ¢ FV(t) e (atendendo a que por hipétese x € FV(s)) x

V(tls/yl), logo (A\z.)[s/y] = (Iy,t)[s/y] = Ly ,(t[s/y]) = Az (t]s/y]).

t ¢ uma constante Neste caso o resultado é dbvio.

t= tltg

1. x ¢ FV(t) Anélogo ao caso em que t é uma varidvel diferente de .
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2. x € FV(t) Por hipétese de indugao, temos (Ax.t;)[s/y] = Az . (t;[s/y]), logo

Az . t)[s/y] = [E, oAz t1)(Ax.t2)][s/y]
pro (A1) [s/y]] [(A - t2)[s/y]]

prol A (ti]s/y])][Az . (ta[s/y])]
= M. (t[s/y]). O

2
by

Observagao 38. No lema anterior a hipdtese x ¢ FV(s) nao pode ser levantada.
Por exemplo, se t =y e s = x (notemos que = € FV(s)), entao

(Ax.t)[s/y] = Iz, Az . (t[s/y]) = LI,

logo (A\z.1)[s/y] # Az . (t[s/y]).

Lema 39 (decomposigao da substituigdo simultanea em substituigdes simples).

1. Para todo o termo t, para todas as varidveis distintas x4, ..., x, e para todos os
termos qi, ..., qQn, S€ Y1, .., Y, forem varidaveis distintas, cada y; for diferente
de cada x; e cada y; ndao ocorrer em t nem em cada q;, entao

tlg/z] = tyr/z1] - [yn/wal[ar /1] -+ [0/ Yn)-

~—
Et[g/;]

2. Para toda a formula A, para todas as varidveis distintas x1,...,T, e para

todos os termos qi,...,qn, S€ Y1,...,Y, forem varidveis distintas, cada y; for

diferente de cada x; e cada y; nao ocorrer em A nem em cada q;, entao

Alg/z] = Alyr/a1] -+~ [yn/zallan /sn] - - [an/yn].

EAE/ z]

Demonstracao.
1. Demonstramos a alinea 1 por inducao na complexidade de t.
t é constante Este caso é obvio.

t é varidvel Se t for diferente de cada z;, entdao o resultado e 6bvio. Se t = u;,
entao t[q/z] = ¢, tlyi/21] - [yn/xn] = vi (Porque y; # x4, ..., x,) e portanto
tyr/za] - [yn/zallar/in] - - - [an/yn] = @ (Porque yipr, ...y & FV ().

t = t1ty Este caso é facil de demonstrar usando as hipdteses de inducgao para t; e ts.

2. Demonstramos a alinea 2 por indugao na complexidade das férmulas (notemos
que a hipdtese de inducao vale para todo o n, para todos os qi, ..., ¢,, para todos
0S X1, ..., T, € para todos os yi, . .., y, nas condigoes do enunciado). Sé o caso 4zA
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com z = z; e 3 € {V,3} nao é facil (notemos que ainda ha o caso z # x1,...,x,).
Vejamos este caso. Temos

(dz;A)[q/z] = dmiAlqr, . Gio1, Qi1 - Qn/T1s - i1, Tig, - - T
= dwAly /o] i /zia ]V /Tia] - [yn/20)

(a1 /v1] - lgi /Y llGisr /via] - - [@n /Y]

GziA)[y1 /2] iy /i [yier /i) - [yn /2]

J

av/91) -l S9illgens ] - /3]
gﬁwiA) [y /2] - [yn/fff] [1/1n] - [Qifl/yifll[qwl/yﬂrl] “+ [an/yn]

= (dr; Ay /z1] - lyn/xnllan /] - a0/ Yn)s

onde a primeira igualdade resulta de x; estar quantificado, a segunda igualdade re-
sulta da hip6tese de indugao (que podemos aplicar porque 08 1, ..., T;_1, Tit1, - - -, Tn
sao distintos, os Y1, ..., Yi—1,Yi+1, - - -, Yn sao distintos, nao ocorrem nos q, ..., q_1,
¢i+1,---,qn € cada y; é distinto de cada x;), a terceira igualdade resulta de z; #
Tl Ti1,Tit1,- .-, Ty, & quarta igualdade resulta de By = Byly;/x;] (porque x;
estd quantificado em Bj) e a quinta igualdade resulta de By = Bslq;/v:] (porque y;
nao ocorre em By).

Demonstramos as igualdades t[y /z] = tly/z1] - tlyn/zn] ¢ Aly /2] =
Alyr/x1] -+ [yn/xn] por indugado na complexidade dos termos e das férmulas, res-
pectivamente, usando argumentos analogos. O

Observagao 40. O lema anterior tem a hipotese de as varidveis y; nao ocorrerem
em t nem em A. Estas hipdteses nao podem ser levantadas.

Informalmente, explicacao é a seguinte. Se um dos y; ocorresse em t, entao em
tly/z)[q1/v1] - - - [gn/yn] ia ocorrer um ¢; nao sé nos lugares onde antes ocorriam x;,
como ainda no lugar onde ocorria o y;. Portanto, estas substituicées fariam ocorrer
¢; mais vezes em t[y/z|[q1 /1] [¢n/yn] do que em t[q/z], fazendo com que estes
dois termos fossem diferentes (isto ¢, o lema falhasse).

Mais formalmente, temos o seguinte contra-exemplo. Consideremosz = z,y =y,

q=q#y (isto é, os uplos z, y e ¢ tém uma s6 componente) e t = y (notemos que
y ocorre em t). Entao

tla/zl =y,  tly/=lle/yl = g,
logo tlq/x] # tly/x]la/y]-

Analogamente explicamos e damos um contra-exemplo para mostrar que € precisa
a hipdtese de as variaveis y; nao ocorrerem em A. Para o contra-exemplo podemos
considerar a formula A = Vy(xr =q y) (notemos que y ocorre em A) e um termo
q Zy. Com esta formula temos

Alg/z] =Vy(g=0y),  Aly/=]la/y]l =Yy(y =0 v),
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logo Alg/x] # Aly/x]la/y].

E interessante notar que neste ultimo contra-exemplo a variavel y nao esta livre
em A. Esta observacao esclarece-nos a seguinte questao: sera que pedir que os y;
nao ocorram em A nao é demasiado, bastando pedir que nao estejam livres em A?
Este mesmo contra-exemplo mostra que a resposta é negativa.

Lema 41. Sejam a2 um uplo de varidveis distintas, y2 também um uplos de varidveis
distintas, cada y; diferente de cada x; e t(z) um termo onde ndo ocorrem y. Temos
Az t(z) = Ay - t(y), isto €, Az .t = Ay . (t[y/xz]).

Demonstracao. Pelo lema da decomposicao da substituicao simultanea em substi-
tuigoes simples temos tly/z] = tly1 /1] - - - [yn/xn], Pelo que em vez de demonstrarmos
Az .t = \y.(tly/z]), vamos demonstrar Az .t = Ay . (t{y1 /1] - - - [yn/2n]). Fazemos
a demonstracio por inducio no nimero de varigveis de z.

Case base Suponhamos que os uplos z = z e y = y tém uma s6 varidvel. As
condigbes que definem Az . t(x) sdo:

Az = 30,0115 001150,
Ao t(x) = I t(a) sex & FV(t(x)),
Az [t (@)t ()] = Sl ti(@)][Ar . ta(x)] se x € FV (t1(2)ta(x)).

As condigbes que definem \y.t(y) sao:

)\’y Y= vap()’pﬂpmonpp,
L ,t(y) se y & FV (t(y)),
= Yool \y-ti(y)][My . ta(y)] se y € FV(tl(y)tg(y)).

>
<
=~
—
<
—_— N
I1l

Fazemos a demonstracao por inducao na complexidade de t.

1. ¢ é uma varidvel

(a) t=x Temos t(z) =z e t(y) =y, logo A\x.t(z) = Ay . t(y).
(b) t # x Temos x ¢ FV( :U)) (atendendo a que por hipétese y & F'V (t))
y & FV(t(y)) e t(z) = t(y), logo A t(x) = My t(y).

2. t é uma constante Andalogo ao caso em que t é uma varidavel diferente de z.

(a) x ¢ FV(t) Andlogo ao caso anterior.

(b) = € FV(t) Por hipdtese de indugao, temos Az .t;(x) = A\y.t;(y). Temos
x € FV(t(z)) ey € FV(t(y)), logo Az .t(z) = Ny . t(y).
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Passo de inducao Temos

Azt = Ary.(Awg,..., 2. 1)
Az, ) yr /4]

- (tyr/21])]
My (S]]
= Ay (tyi/zi] - [yn/2a]),

onde na primeira igualdade usamos a definicao de A-abstrac¢ao, na segunda igual-
dade usamos o resultado para o caso de uma variavel (demonstrado no caso base
e que aplica-se porque x; # y; e y3 € FV(Axo,...,x,.1)), na terceira igual-
dade usamos n — 1 vezes o lema da comutacao da A-abstraccao com a substitui-
¢ao (atendendo a que as varidveis z sao distintas entre si e diferentes de y;), na
quarta igualdade usdmos a hipdtese de indugao (que se aplica porque as varidveis

1/

> >

= =
@‘-l_|l'_|l_\/—\

>

g

5’

Z2,...,T, sao distintas, as varidveis ys, ..., ¥y, sao distintas, cada y; ¢é diferente de
cada xj € ya,...,yn & FV(t{y1/x1])) e na quinta igualdade usamos a definigao de
A-abstraccao. O

Observagao 42. A hipdtese de os y nao ocorrerem em ¢ no lema anterior nao pode
ser levantada. Informalmente, a razdo é a seguinte. Digamos que no termo ¢ ha k
ocorréncias das variaveis x. Entao em Ax .t, a A-abstraccao alcanca k ocorréncias
de variaveis em t. Se, por exemplo, um e um s y; ocorresse uma e uma so vez em t,
entdo em \y. (tly/z]) haveria k+1 ocorréncias de varidveis y em t[y/z] ao alcance da
A-abstraccao. Esta diferenca no alcance da A-abstraccdo em Az .t e em Ay . (t[y/z])
faria com que estes dois termos fossem diferentes. -

Pode também ser interessante pensar neste exemplo: Ax.y informalmente é a
fungao constante = — y, enquanto Ay . (y[y/z]) é a funcao identidade y — y. Com
esta interpretagdo em mente, é intuitivo que Ax.y Z Ay . (yly/z]).

Mais formalmente, temos o seguinte contra-exemplo que mostra que temos de
ter a hipdtese de os y ndo ocorrerem em t. Digamos que z = x, y = y (isto é, os

uplos z e y tém uma sé variavel) e t = Ilzy (notemos que y ocorre em t). Temos

FV(Az.t) = FV(t)\{z} ={y},  FV(\y.(tly/z])) = FV(tly/z]) \ {y} =0,
pelo que os termos Az .t e \y. (t[y/z]) tém de ser diferentes.

Outra forma de verificar que os termos Az.t = Az.(llzy) e \y.(tly/z]) =
Ay . (Ilyy) sao diferentes é calcular explicitamente estes termos:

Ar. (Hzy) = X[ (X)) (ITy),
Ny (Ilyy) = S[S(II)(SI)](SII).

Teorema 43 (da completude combinatorial (para uplos de variaveis e de termos)).
Para todos os termos t=(z2) (onde as varidveis x sao distintas) e s2 = si*, ... st
de HAS e para toda a formula A(wT) de HAY, temos

HAG - Alt[s/z]/w] « Al(Az . t)s/w].
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Demonstracao.

1. Num primeiro passo supomos que em vez de um uplos de termos t temos um
s6 termo t. Comecamos por demonstrar por indugdao em n que sob as hipdéteses
do enunciado e ainda sob a hipdtese adicional de as varidveis x nao ocorrerem nos
termos s, temos

HAY B Alt[s1/x1] - [sn/xn) /w] < A[(Az . t)s/w].

O caso base resulta do teorema da completude combinatorial para uma sé variavel.
Para o passo de inducao, fazemos os calculos

Al(dz . t)s/w] = (Az1. (Aza, .. @y )51+ 50 /w)

Al
A[(Aza, ... 2y )[sl/xl]SQ Sy /W]
= [(Axg,.. (t[s1/x1] ))32 --sn/w]
[ [s1/21] - Sn/xn])/w}

onde na primeira igualdade usamos a definicao de A-abstraccao, na equivaléncia
usamos o teorema da completude combinatorial para uma sé variavel, na segunda
igualdade aplicAmos n — 1 vezes o lema da comutagao da A-abstraccao com a substi-
tuigao (que aplica-se porque z1 Z Xa, ..., Ty, € Ta, ..., T, & FV(s1) devido & hipdtese
adicional que estamos a supor) e na terceira igualdade usdmos a hipétese de indu-
gao (que aplica-se porque as variaveis xo,...,x, sao distintas e ndo ocorrem em
S92y ..., Sn).

2. Num segundo passo demonstramos o teorema, ainda supondo que temos um sé
termo ¢, mas jé sem a hipotese adicional de as varidveis £ nao ocorrerem nos termos s.
Seja y£ = y!', ..., yfr um uplo de varidveis distintas entre si, distintas das varidveis
de z e que nao ocorram nos termos t e s. Em HA{ temos

Al(Az . t)s/w] = El
y/z]ls1/y] - [sn/ynl]
]

onde na primeira igualdade usdmos o lema 41 (que aplica-se porque as varidveis de
z,y sdo distintas e os y ndo ocorrem em t), na equivaléncia usamos a o resultado ja
demonstrado com a hipétese adicional (que aplica-se porque 0s y ndo ocorrem nos s)
e na segunda igualdade usdmos o lema da decomposicao da substituicio simultanea
em substitui¢oes simples (que aplica-se porque os x,y sao distintos e os y ndo ocorrem
em ¢ nem nos s). B B

3. Finalmente, num terceiro passo provamos o teorema para uplos de termost usando
o passo anterior. Tomando varidveis y distintas entre si, distintas dos z e que nao
ocorrem em A[y/w] nem nos t;[s/x] e nem nos s, pelo lema da decomposicio da
substituicdo simultinea em substituicdes simples temos

Alt[s/z]/w] = Aly/w][tils/z]/n] - [tels/z] /]
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Aplicando k vezes o passo anterior temos

HAG = Aly/wl[tils/z]/y1] - - [tels/z]/un] < Aly/w]l(Az . t1)s/yi] - [( Az te)s/yw).

Novamente pelo lema da decomposicao da substituicao simultanea em substituicoes
simples, temos

Aly/wl[(Az . t1)s/yi] - [(Az . tx)s/yr] = Al(Az . t)s/w]. O

Observacao 44. Nas condi¢oes do enunciado do teorema da completude combina-
torial, e supondo 7 = 0, temos

HAG - t[s/z] =0 (Az . 1)s.
Para o verificar, consideramos A(w) := w =¢ (Az .t)s. Pelo teorema vem
HAG = A(t[s/z]) < A([Az - 1]s),

isto é,
HAG Ft[s/z] =¢ (Az.t)s < (Az.t)s =¢ (A\z.1)s.

Como o membro direito desta equivaléncia é derivavel em HA{, entao também o

membro esquerdo é derivavel em HAS.

1.5 Termos que representam funcoes primitivas
recursivas

Todo o nuimero natural n é representado dentro de HA§ por um termo fechado
de tipo 0 (o seu numeral 7). O teorema seguinte diz-nos que o reciproco também é
verdade: todo o termo fechado de tipo 0 representa um nimero natural.

Teorema 45 (todo o termo fechado de tipo 0 é redutivel a um numeral). Para todo
o termo t fechado de tipo 0 de HAy, existe um e um sé nimero natural n tal que
HAY Ft =g 7 (a unicidade requer que assumamos a consisténcia de HAS ).

Demonstra¢ao. Encontramos a demonstragdo em [Troelstra 1973], capitulo II, pa-
ragrafo 2, e em [Troelstra e van Dalen 1988]|, capitulo 9, secgao 2. ]

O teorema anterior garante-nos que a seguinte nocao estd bem definida.

Definicao 46. Seja t um termo fechado de tipo 0 - - 0 (n vezes). Definimos a fungao
Ft: N"! — N pela condi¢ao de, para cada (ki,...,k, 1) € N*~! termos

HAS - thy k1 =0 Ft(ky, ... ko 1)

(no caso n = 1 consideramos que (k1, ..., k, 1) é o uplo vazio e F't é o inico nimero
natural tal que HAY Ft =q F't).
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De seguida mostramos que para toda a funcao primitiva recursiva f, existe um
termo T'f que representa f dentro de HAY.

Teorema 47 (termos que representam fungoes primitivas recursivas).

1. Para toda a funcdao primitiva recursiva f : N*=! — N ewziste um termo T'f
fechado de HAy de tipo 0---0 (n vezes) tal que f = FTf, isto é, para todos
0s ki,...,k,_1 €N temos

HAS = Tfky - ko1 =0 f(k1, .. kn1).
O termo T f fica definido por indugcao nas funcoes primitivas recursivas pelas
sequintes condigoes (onde 0, Z, S e Py; sao as fungoes iniciais, f € definida
por composi¢ao generalizada e f' por recursao primitiva):

0eN T0:=0°
Z(x)=0 TZ:=\x.0,

S(xy=z+1 TS:=5,

Pii(zy,...,28) =2 TPy = Avq, ..., 0k . 2,
f(z)=h(g(z),. .. gm(z)) Tf:=rx.[Th(Tgz) - (Tgm )],
{ £'(0,z) = ¢(2) { Tf =Xy, z. [Roy(Tg z)(Hz)]
fly+1,z) = W(y f'(y,z),z) H:= Mz, z,y. [Th'yzz]
2. Temos
HA® — 70 =0,
HAS - TZx =0,
HA® + TSz =, Sz,
HA; F TPz -z, =0 4,
HAG + Tfz=oTh(Tgiz) - (Tgm ),
HAG F Tf'0x =0T¢ z,
HAY = Tf' (Sy)x = T y(Tf yzx)z.
Demonstracao.

2. Comecamos por demonstrar a alinea 2.

Funcoes iniciais Pela reflexividade de =¢, temos HAy; F 70 =, 0. Atendendo a
observacao 44, temos HAy - T'Z x = 0[z /x|, onde O[z/x] = 0. Analogamente para
SebP ki-

Composigao generalizada Anélogo aos casos anteriores.

Recursao primitiva
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1. Temos HAy F T f'0x =9 RoO(T¢' z)(Hz). Pela observagao 24 vem HA{ +
Ry0(T¢' x)(Hzx) =¢ T'¢' . Destas duas igualdades vem, pela transitividade de
=0, HAG T f' 0z =0 T¢' x.

2. Temos

HAS = T'f' (Sy)x = Ro(Sy)(Tg' z)(Hz), (1.10)

Pela observacao 24 vem
HAG = Ro(Sy)(T'g' z)(Hz) =0 Hz[Roy(Tq' z)(Hz)ly. (1.11)

Pela observacao 44 vem
HAG = Hz[Roy(Tg' z)(Hz)ly =0 TH y[Roy(Tg' z)(Hz)]z. (1.12)

De (1.10), (1.11) e (1.12) vem, pela transitividade de =,

HAS F T f' (Sy)z =0 T y[Roy(Ty' z)(Hz)]z. (1.13)

Pela observacao 44 vem

HAS = T'f'yz =0 Roy(Tyg' z)(Hz). (1.14)
Pelo axioma z =¢ y A A(z) — A(y) e por (1.14), podemos em (1.13) substituir
Roy(Tg' x)(Hz) por T f'yzx, obtendo o resultado pretendido.

1. Vamos provar, por indugao nas fungoes primitivas recursivas, que os termos

definidos no enunciado satisfazem f = FT'f. Usamos os factos ja provados da alinea
2.

Fungoes iniciais Temos HAY + T0 =, 0, onde 0 = 0, logo FT0 = 0. Como HAY +
TZk =40, entdo FTZ = Z. Analogamente para S e Py;.

Composigao generalizada Temos

onde k := ky,...,k,. Por hipétese de inducdo, temos HAY + T'g; k =o g;(k), onde
k =ki,...,k,. Aplicando m vezes o axioma z =¢ y A A(z) — A(y), podemos em
(1.15) substituir cada T'g; k por g;(k), obtendo

HAG =T f k =0 Thlgi (k)] [gm(k)]- (1.16)

Também por hipdtese de inducao, temos

HABJ =Th [91(@)} T [Qm(k)} =0 h(Ql(E), e >gm(@),
onde h(g(k),. .., gm(k)) = f(k). Logo

HAS = Th [g1(k)] - - [gm(k)] =0 [ (k). (1.17)
Pela transitividade de =g, de (1.16) e (1.17) vem o resultado pretendido.

Recursao primitiva Vamos provar por indugao em m € N que (FTf")(m, k) =

f'(m, k).
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1. Caso base Temos HAY Tf 0k = Tg'_E e, por hipétese de inducao, temos
HAS FTq k =0 ¢'(k), logo HAG T f' 0k =¢ ¢'(k), onde ¢'(k) = f'(0, k).

2. Passo de inducao Temos

HAY =T (m+ 1)k = Th m(Tf' mk)k, (1.18)
onde m + 1 = Sm. Por hipdtese de inducao em m, temos

HAS = T f'mk = f'(m, k),

0 que juntamente com a hipotese de inducao nas func¢oes primitivas recursivas
permite concluir

HAY = Th m(Tf mk)k = h’(m,f’(m, E),k) . (1.19)

—f/(m41,E)

De (1.18) e (1.19) sai, pela transitividade de =, o resultado pretendido. I

Consideramos que a funcao Z é uma funcao inicial. Podiamos ter dispensado
inclui-la porque ela define-se por recursao primitiva a custa da funcao nularia 0 € N
pelas condi¢oes Z(0) =0 e Z(x + 1) = Pyo(z, Z(z)). No entanto, acaba por trazer
alguma simplicidade inclui-la entre as fungoes iniciais para adiar o uso da recursao,
que tende a complicar as contas.

Vimos que se uma funcgao f é primitiva recursiva, entao é representavel dentro de
HA{ pelo termo T'f. O reciproco é falso: existem termos ¢ que representam fungoes
F't que nao sao primitivas recursivas. Isto deve-se a presenca dos recursores de tipo
superior, isto é, R, com p # 0 (ver, por exemplo, [Kohlenbach 2007], seccao 3.7).

1.6 Leis do terceiro excluido e da dupla negacao
para féormulas sem quantificadores

Nesta secgao provamos que para toda a férmula sem quantificadores A, temos
HAG F Asy V ~Ag,. Esta é uma propriedade especial aritmética. A demonstracao
essencialmente consiste em (i) provar que para todo o termo t° temos HAY + ¢ =
0Vt o0 e (i) toda a formula sem quantificadores é equivalente a t =y 0 para um
termo ¢t apropriado. A demonstragao de (i) usa indugao (portanto, requer aritmética)
e na demonstracao de (ii) o uso da aritmética ainda é mais flagrante: usamos +,
- e outras operacoes aritméticas. Consequéncia disto é termos de definir e provar
propriedades dessas operagoes.

Lema 48. Temos HA§ = Va(z =, 0V o #¢ 0).
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Demonstracao. Seja A(x) := x =9 0 V& #9 0. Demonstramos HAY F A(x) por
inducao em z. O caso base é facil: temos HAZ - 0 =¢ 0, logo HAG F A(0) =0 =
0V 0 #4 0. Vejamos o passo de indugao: do axioma Sz #¢ 0 vem A(Sz) = Sz =
0V Sz #¢ 0, logo HAY + A(z) — A(Sx). O

Consideremos uma férmula A(z°,y°) de HAY, com = # y. Suponhamos que que-
remos provar HAY F VzOVy  A(z,y), ou equivalentemente, HAY + A(z,y). Podemos
proceder primeiro por inducao em x e depois por inducao em y.

1. Provamos YyA(0,y) por indugao em y. Para tal, provamos

A(0,0), A(0,y) — A(0, Sy).

2. Provamos VYyA(z,y) — VyA(Sz,y) supondo o antecedente YyA(zx,y) e pro-
vando o consequente YyA(Sz,y) por inducao em y. Para tal, provamos (com
a suposicao YyA(z,y)):

A(Sz,0),  A(Sz,y) — A(Sz, Sy).

Em resumo, temos a regra

[VyA(z, y)] [VyA(z, y)]
A(0,0) A(0,y) — A(0,Sy)  A(Sz,0) A(Sw,y) — A(S, Sy)
VaVyA(z,y)

Esta é a primeira regra de dupla indugao que nos ocorre e resulta directamente de
fazer primeiro indugao em x e depois em y. Mas infelizmente nao tem um aspecto
muito simples. O lema seguinte da-nos uma regra de dupla inducao mais simples,

mas que tem hipdteses mais “fortes” (a simplicidade tem um prego. .. ).
Lema 49 (indugao em n varidveis). Seja A(z9,...,2°%) uma férmula de HAY onde

rrn
as varidveis x1, ..., x, sao distintas. Temos

HAB’y F va,...,an(O,xg,...,xn)/\"'/\Vl‘l,...,.Q?n,lA($1,...,$n,1,0)/\
Vay, ..., n[A(z, ..o 2n) — A(S24, ..., Sxy)] —
Vo, .o 2, A(T, . X)), (1.20)

Consequentemente, em HAS wvale a regra

A0, o, ... xn) ... Alz1,...,20-1,0) Alxy,...,z,) — A(Sz4,...,S1,)
Az, ..., 2p) ’

1sto €,
HAY F A0, z9, ..., 2p), ..., Az, ..., 201, 0), Ay, . .., 20) — A(ST4, ..., ST) =
HAY F A(xq, ..., x,).
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Demonstrag¢ao. Provamos o resultado por indugao em n. O caso base é simplesmente
IA. Vejamos o passo de inducao. A hipdtese de inducao é

HAY +
Voo, . .. Xy 1 A0, 2o, ..o Ty 1, X)) A - AVZY, .y 0 ATy, 0,0, 2,)A
Var, ..o g [A(Tr, .oy X1, @) — A(ST, .., STy, x)] —
Vay, . oo T 1 ATy, o T1, Ty (1.21)

Suponhamos o antecedente de (1.20). Entao temos a primeira linha de (1.21). Se
provamos que temos também a segunda linha de (1.21), entao temos a terceira li-
nha, da qual vem (por z,, nao ser variavel livre do antecedente (1.20)) o consequente
de (1.20). Portanto, resta provar que temos a segunda linha de (1.21). Fazemo-lo
supondo o antecedente A(xy,...,%, 1,T,) e provando por indu¢do em z,, o conse-
quente A(Swy,..., ST, 1,T,).

Caso base Temos A(Szy, ..., Sz, 1,0) pelahipdtese Vay, ..., x, 1 A(z1, ..., 2,-1,0).

Passo de indugao Queremos provar A(Sxy, ..., Sz, 1,x,) — A(Sz1,..., 52,1, 5x,).
Tal resulta de termos o consequente porque estamos a supor A(zy,...,x,) e
Az, ..., xn) — A(Sz1,...,S2,).

A regra sai facilmente de (1.21). Pode no entanto ajudar fazer a seguinte obser-
vagao. A regra nao tém quantificagbes universais, ao contrario de (1.21). Assim,
para provar a regra recorrendo a (1.21), é preciso introduzir as quantificagoes que
surgem em (1.21). Fazemos isto facilmente tendo em conta que se HAj = B (as pre-
missas da regra sao desta forma), entdao HA§ + VyB (onde y é um uplo qualquer de
varidveis), uma vez que as variaveis y nao sao varigveis livres nas hipGteses abertas
da derivagao de B (porque tal derivacdo nio tem sequer hipSteses abertas). O]

Observemos que intuitivamente a inducao em n variaveis que acabamos de de-
monstrar acima faz sentido. Imaginemos, por exemplo, que queremos concluir
A(4,2,3) sabendo que vale

A(0,y, 2), A(z,0,z2), A(z,y,0), A(x,y, z) — A(Sz, Sy, Sz).

Procediamos da seguinte forma. Comegdvamos por as “componentes” de A(4,2,3)
subtrair o minimo delas (min{4,2,3} = 2), obtendo A(2,0,1). Ora, A(2,0,1) é um
caso particular do caso base A(z,0, z), pelo que temos A(2,0,1). Agora usando o
passo de inducao A(z,y,z) — A(Sxz, Sy, Sz), tirdvamos A(3,1,2) de A(2,0,1). No-
vamente pelo passo de indugao, tirdvamos A(4,2,3) de A(3,1,2), como pretendido.

Vamos agora usar a teoria construida na secgao anterior para introduzir algumas
operacoes aritméticas.

Defini¢ao 50. Definimos as fungdes primitivas recursivas +, -, 5g, pd, ~ e |- — - |
pela seguinte tabela, onde na coluna do centro damos uma defini¢ao informal e na
coluna da direita damos uma definicao formal.
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Pt 0 — 2 r+0 = Pi(x)
Tl et 1) = Sa+y) ””};823 _ {é(i”éfxyﬂ,a
x-0 = 0 ( 55'1()) _ ?((x) )
€ - + = 2y, -y, x
r-(y+1) = y+x fg(z,b,c) — p,Q(a,b7yc)+P3’3(a,b,c)
N 3(0) = 1 o e
. o sg(x+1) = f3(z,359(7)
g Sg(l“f‘].) =0 gf?’(a,b) = (Z<OP51)(G),,6)
pd(0) = 0 ;cp " i ; T T
pd pd(z+1) = pd%(;z; — éﬁ(’(%)( )
0 - . r=0 = Pi(x)
T ey = piaey | TN T Bl
) ] |x— | = fﬁ(‘ra )
=] Jr—yl=(z~y) + (y=2) fﬁwi) = (a+bZ§+[P2,2(aab)*P2,1(a7b)]

Seja f uma das funcgoes definidas.

Como f é primitiva recursiva, entao pelo
teorema 47, existe um termo 7'f que representa de f dentro de HAS. Por exemplo,
T+ xy “faz as vezes” de x +y em HAJ. E mais agradavel usar a notagao usual x +y
em vez da notacao estranha T+ zy. Para tal, fazemos as seguintes convencoes.

Notacao 51. Seja f € {+,-,5g,pd, ~, |- — - |}.

1. Denotamos o termo T'f por f.

2. No caso f € {+,+,~}, como é usual usar notagao infixa para a fun¢ao f (por
exemplo, escrever = + y em vez de +(z,y)), também a usaremos para o termo
f. No caso da fungao f = |- — - |, como é usual escrever |z — y| em vez de

“aplicado” a z e y).

|(z,y), usaremos a notagao |r — y| para fazy (isto é, para o termo f

3. Convencionamos que S tem prioridade sobre - que por sua vez tem prioridade
sobre + e sobre —. Notando que f s6 aplica-se a termos de tipo 0, podemos
omitir alguns parénteses sem criar ambiguidade. Por exemplo, x + Sy tem de
significar x + (Sy), uma vez que nao pode significar (z + S)y porque S nao

tem tipo 0.

De seguida mostramos que as equagoes definidoras de +, -, sg, pd, ~ e |- — - |

sao demonstraveis dentro de HAj.
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Lema 52. Temos

HAG =2+ 0 = z,
HAS F 2 -0 =0,
HAS =350 =¢ SO,
HAS F pd0 =, 0,
HAG 2~ 0= z,

HAY = o + Sy =¢ S(z + y),
HAG Fx-Sy=¢2-y+x,
HAY F5g Sz =0 0,

HAy F pd Sz =¢ x,

HAG =z = Sy = pd(z +y),

HAG Flz —yl =0 (z~y)+ (y~a)
Demonstra¢ao. Vamos usar repetidamente a observagao 44 e o teorema 47.

HAS 2 4+0 =, TP

= (Aa.a)r

=0 T,
HAS Fx+ Sy =¢ ThHy(z+y

= [Xa,b,c. (TS (TPssabe))|y(z +y)z
[)\a, b, c. (S(()\a, b, c. b)abc))} ylx +y)z

=0 S[(Aa,b,c.b)y(x + y)z]
o S(r+y),

HAY b 2.0 = TZz
= (Aa.0)z
=0 0,
HAG F x-Sy =¢ Tlhy(x-y)x
= [Aa,b,c. ((TP3zabc) + (T Pszabe)) |y(z - y)x

= [)\a, b,c. ((()\a,b,c. b)abc) + ((Aa,b,c.c)abc))}y(m “y)x

=0 [(Aa,b,c.b)y(z-y)x] + [(Aa,b,c.c)y(z - y)z]
=0 T-y+z,

HAY F 550 =, TSTO
= 50,
Aa,b. (TZ (TPyyab))|zsga
Aa,b. <()\a.0)( Aa,b.a)ab))]:t@x

Aa.0)[(Aa,b.a)r3g x|
Aa.0)x

1

~~

=0

I
=]
—

I
=}
o)
IS

)

26



HAG Fpd0 =, T0
= 0,
HA) FpdSx =y Tfyixpdx
= (Aa,b.a)zpdz

=0 X,

HAS -2 -0 =, TP
= (A\a.a)z
=0 <,
HAG F2 - Sy =¢ Tfiylr -y
= [)\a, b,c. (pd(TPg,g abc))} y(r ~y)x
= [)\a, b,c. (pd(()\a, b,c. b)abc))]y(x ~y)x

=0 pd(()\a, b,c.b)y(z - y)x)
=0 pd(l’ - y)>

HABU|_|$—y| =0 Tfﬁiy

= M\a,b. [ a-b)+ ( TPy ab) ~ (TP ab))]xy

= ab. [(a=0)+ (((Aa,b.b)ab) = ((Aa,b.a)ab) ) |y
=0 ~y)+ [(()\a,b b) :cy) (()\a,b.a)my)]

=0 ( ~y)+(y~z). O

Iremos demonstrar, por inducao na complexidade das féormulas, que toda a for-
mula sem quantificadores Ay, é equivalente a uma férmula ¢ =y 0 para um certo
termo ¢. No passo de indugao, uma das situagdes que teremos de tratar é dados (por
hipdtese de indugao) termos t e ¢ tais que as férmulas sem quantificadores Ay, e By,
sao equivalentes a t =9 0 e ¢ =g 0, respectivamente, construir um termo r tal que
AV B seja equivalente a r =¢ 0. Ora, AV B equivale at =90V g =00, 0queéde
esperar que seja equivalente a t - ¢ =g 0, pelo que tomamos r := t - ¢. Mas para a
equivaléncia Ay, V By, <= t - g =¢ 0 ser demonstravel dentro de HAj é preciso que
HA; demonstre t - g =¢ 0 <=t =9 0V ¢ =¢ 0. O proximo lema prova esta e outras
propriedades necessarias.

Lema 53. Temos

1. HA‘(‘)’I—x—l—y:OOHx:OO/\yzoO,
2. HA F o -y=00 = 2=0Vy=(0;

3. HAY FSgx =00 — 2 #, 0
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4. HAJ F (5gz) -y =00 (x =00 — y =0 0);
5. HAY F pd(Sz ~y) =0z~ y;

Demonstracao. Vamos usar repetidamente o lema 52.

1. Seja A(z,y) :=x+y =00« x=90Ay =0 0. Demonstramos HA§ - A(x,y) por
dupla indugao (ver lema 49).

HAY F A(z,0) Temos HA§ F = 4+ 0 =¢ z. Usando este facto é facil provar HAy
A(x,0).

HAY F A(0,y) Comegamos por provar HAZ = B(y) := 0+ y =¢ y por inducdo em
y. HAY F B(0) resulta de HAY F = + 0 = = substituindo « por 0. Provamos HAF
B(y) — B(Sy) supondo B(y), substituindo x por 0 em HAy F z + Sy =¢ S(z + v)
e usando a hipétese B(y) para depois substituir 0 + y por y.

Sabendo HAY F B(y), provamos facilmente HAZ = A(0, y).

HAY F A(z,y) — A(Sz, Sy) A(Sz,Sy) é Sx+ Sy =¢ 0 < Sz =9 0N Sy =¢ 0. Basta
provarmos HAy F Sz + Sy #¢ 0 e HAG F —=(Sz =0 0 A Sy = 0). A primeira resulta
de HAY = Sx + Sy =¢ S(Sz +y) e HAY = S(Sz + y) #0 0 e a segunda resulta de
HAY F Sx #¢ 0 (ou de HAY F Sy # 0).

2. Seja A(z,y) =x-y=00 < 2 =70Vy=00. Demonstramos HA; - A(z,y) por
dupla indugao.

HAY F A(z,0) Temos HAG F -0 =9 0 e HAG 2 =, 0V 0 =¢ 0, logo HAY F A(z,0).

HAY F A(0,y) Vamos provar por indugao em y que HAy - B(y) := 0-y =¢ 0. HA} I
B(0) vem de HA F x-0 = 0 substituindo x por 0. Provamos HAy + B(y) — B(Sy)
supondo B(y), substituindo x por 0 em HAY F x - Sy =¢ 2 -y + x e usando B(y)
para substituir depois 0 - y por 0 e finalmente atendendo a que HAy F 0+ 0 =¢ 0.
Sabendo agora que HAy = B(y), provamos facilmente HAG = A(0, y).

HAY F A(z,y) — A(Sz, Sy) A(Sz,Sy) é Sx- Sy =¢ 0« Sz =70V Sy = 0. Basta
provarmos HAY F Sz - Sy #o 0 e HAY F =(Sz =7 0V Sy =¢ 0). A primeira provamos
atendendo a HAy + Sz - Sy =g Sz -y + Sz =¢ S(Sx -y + ) #¢ 0 e a segunda
atendendo a HAy F Sz #, 0 e HAy F Sy % 0.

3. Demonstramos esta alinea facilmente por indugao em z, atendendo a HAY

4. Pela alinea 2 temos HAy F (5gz) -y =0 0 <> 5gx = 0V y =0 0. Por isso basta
provarmos que HAS F35gx =0V y =00« (2 =00 — y =( 0).

Provemos a implicagao da esquerda para a direita. Suponhamos sgx =¢ 0V y =¢ 0.
Se for 5g x =¢ 0, entao pela alinea 3 temos x % 0, logo a implicacao x =9 0 — y =¢ 0
é derivavel porque tem antecedente “falso”. Se for y =( 0, entdao a mesma implicagao
¢é derivavel porque tem consequente “verdadeiro”.

Provemos a implicacao da direita para a esquerda. Suponhamos x =y 0 — y =¢ 0.
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Pela lema 48 temos © =3 0 V x #¢ 0. Se for x =y 0, entdo temos y =g 0. Se for
x #o 0, entao pela alinea 3 temos 5gx = 0.

5. Vamos provar HAY F A(y) := pd(Sx ~y) =¢  ~ y por indugdo em y.
HAZ F A(0) Temos HAY F pd(Sz - 0) =¢ pd Sx =¢ x =¢ x ~ 0.

HAY F A(y) — A(Sy) Supomos A(y) e provarmos A(Sy) calculando pd(Sz ~ Sy) =¢
pd[pd(Sx ~y)] =¢ pd(x ~y) =9 - Sy, onde na primeira igualdade usdmos HA§ +
Sz~ Sy =¢ pd(Sz -~ y) e na segunda igualdade usdmos A(y).

6. Seja A(z,y) := |z —y| =0 0 <> © =¢ y. Demonstramos HAZ F A(z,y) por dupla
inducao.

HAY F A(z,0) Provamos por indugdo em x que HA§ F 0~ 2 =y 0: no caso x =y 0
temos 0 — 0 =¢ 0; para Sz temos 0 ~ Sz =q pd(0 -~ z) =9 pd 0 =¢ 0 usando a hipdtese
de inducao 0~z = 0. Entao

HAY F |z — 0] = (z=0)+ (0~2)

logo HAG F A(2,0) = |z — 0] =7 0 <= 2 =¢ 0.
HAY F A(0,y) Andlogo ao caso anterior.
HAY F A(z,y) — A(Sz, Sy) Se provarmos HAy = |Sz—Sy| = |x—y|, entdo torna-se
facil provar HAy F A(x,y) — A(Sxz, Sy). Atendendo a alinea 5, temos
HAY F |Sx — Syl =0 (Sxz~ Sy) + (Sy~ Sx)
=0 [pd(Sz~y)] + [pd(Sy - )]

=0 (z~y)+(y~x)
= |lx—y|. O

O préximo lema diz-nos que toda a férmula sem quantificadores A,, pode ser
codificada num termo t4, , no sentido: t4,, =¢ 0 < Ay. Dele resulta ja uma
conclusao interessante: toda a féormula sem quantificadores é equivalente a uma
férmula atomica.

Lema 54. Para toda a formula sem quantificadores Ay de HAG, existe um termo
ta,, de tipo 0 tal que FV(t) = FV(Ay) e HAY F ta,, =0 0 < Agy. O termo
ta,, € definido por indugao na complexidade das férmulas sem quantificadores pelas
clausulas

tp=0q = lp — ql,
tpre = tp+tic,
tpve = tp-lc,
tp~c = (3gts)-tc,
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onde p e q sao termos de HAY e A e B sao formulas sem quantificadores de HAG. Em
particular, toda a formula sem quantificadores é equivalente a uma formula atomica.

Demonstracao. Fazemos facilmente a demonstracao por inducao na complexidade
das féormulas sem quantificadores, usando o lema 53. Il

Finalmente, o resultado principal desta seccao: em HAJ, LEM e LDN valem para
férmulas sem quantificadores.

Teorema 55 (LEM e LDN para férmulas sem quantificadores). Para toda a formula
sem quantificadores Ay, de HAy temos:

1. HAY Ay V - Ay
2. HAS b ~—A,, — A,

Demonstracao.

1. Pelo lema 54 temos um termo t4,, tal que HAS = t4, =¢ 0 < Ay. Pelo
lema 48 temos HAY F t4,, =0 0V t4,, #0 0. Destes dois factos vem o resultado:
se for t4,, =¢ 0, entao temos A,;; se for t4,, #o 0, entao pelo contra-reciproco
ta,, 700 — —Ay de Ay — ta,, =0 0 vem —A,,.

2. Temos a seguinte derivacao de -—A,, — A, usando Ay, V A .

[_‘Asq] [_‘_‘Asq]

1
1
[Asq] Agq . 0
— 1

. _>| - 0
Asq \/ —\Asq —\—|Asq — Asq —|—|Asq — Asq \/E
—|—|A5q — Asq

1.7 Definicao de termos por casos

No teorema seguinte usamos a teoria ja desenvolvida para mostrar que, dada
uma férmula sem quantificadores Ay, (2z) e um par de termos ¢; e g2 (do mesmo
tipo), podemos definir um termo ¢(z) cujo comportamento depende de Ay, (z):

2

Convém no entanto esclarecemos o significado de “depender de Ay, ()

Nao estamos a dizer que definimos o termo ¢(z) segundo os critérios

HAY F Ay (z) = t(z) =aq,
HAY F —Ag(z) = t(z) = qo.
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Isto seria algo que (i) passava-se fora de HAJ (notemos o simbolo =) e (ii) uma vez
definido se era t(z) := q; ou t(x) := ¢q, se as varidveis z alterassem-se para z’ e isso
alterasse a situacao de, por exemplo, HAY = Ay (z) para HAY F —A,,(2'), o termo
t podia ndo acompanhar esta alteracao (de t(z) = ¢; nao se segue necessariamente
que t(z') = go).

Estamos sim a dizer que

HAG - Ay(z) — t(z)
HAG F —Agy(z) — t(z)
onde t(z) = ¢; é uma abreviatura para B[t(z) /w] <> Blg;/w] (informalmente, significa
que t(x) é o mesmo, ou melhor, porta-se da mesma forma, que ¢;). Isto ja é algo
que (i') passa-se dentro de HAj (notemos o simbolo —) e (ii’) o termo ¢ actualiza
automaticamente o seu comportamento para acompanhar as mudancas de x, isto
é, se por exemplo z alterasse-se para z’, mudando a situagdo de HAy F+ Ay (z)
para HAj F —A,,(2'), entdo o termo ¢ acompanhava esta alteracdo mudando o seu
comportamento de t(z) = ¢; para t(z') = ¢o.

q1,
q2,

Teorema 56 (definicao de termos por casos). Sejam Ay, uma formula sem quanti-
ficadores de HAY e (q1)? e (g2)2 uplos termos de HAS. Existe um uplo de termos t°

de HAG tal que FV (1) = FV(Ay)UFV(q) UFV(q) e para toda a formula B(w?)
de HAy temos

HAS F [Asg — (Bt/w] < Blgi/w])] A [-Asq — (B[t/w] < Blg/w])].
Demonstracao. Sejat' := EB:EOQ)@B,UO -q2, onde x,u,v & F'V(q:1) UFV(g2). Temos
HAG F 2 =9 0 — (B[t /w] < Blq/w])

e, atendendo a HAy F = #¢ 0 — & = S(pdz) (o que provamos por inducao em z
atendendo ao lema 52), temos

HAG =z #0 0 — (B[t!/w] < Blgz/w]).

Pelo lema 54, consideremos um termo t4,, tal que HAG F t4, =¢ 0 < A,. Os
termos ¢ = t'[t Asq /x] estdao nas condigoes pretendidas. O

1.8 Principios

Nesta sec¢ao apresentamos de uma assentada os principios légicos de que vamos
precisar no resto da primeira parte da tese.

Em teoria dos conjuntos, uma das formulagoes possiveis do axioma da escolha diz
que se (C), é uma familia de conjuntos ndo vazios indexada em z (subentendemos
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que z varia num certo conjunto de indices), entao existe uma funcdo Y (z) satisfa-
zendo Vz|Y (x) € C,], a que chamamos fungao de escolha. Denotemos por A(z,y)
a condicao y € C,. Entao o axioma da escolha pode ser expresso pela implicagao
VedyA(z,y) — EIYVJ;A(&:, Y(:c)), na qual o antecedente expressa que todos os C,
sao nao vazios e o consequente expressa que existe uma funcao de escolha Y.

Definicao 57. Chamamos azioma da escolha a
AC: Va3y"A(z,y) — Y ™VaP Az, V),
(AC vem do inglés aziom of choice) onde A é uma férmula arbitraria de HA.

Observagao 58. Por aplicacao sucessiva de AC, obtemos uma versao do axioma da
escolha para uplos de variaveis:

Vat3yTA(z, y) — YL V2LA(z, Y )
onde z =2, 2, y =yl .y e Y= Y Y e,

Definicao 59. Chamamos azioma da escolha sem quantificadores a

t

YTVl Ay (2, Y ),

QF-AC: Vaf3yTA,(z,y) — 3

(QF-AC vem do inglés quantifier-free aziom of choice) onde Ay, é uma férmula sem
quantificadores de HAY, z= o', ... opf, y=y1", ...,y eY = Y0Pt Y ek,

Observagao 60. Ao contrario do que acontece para AC (ver observacao 58), a
tentativa de demonstrar QF-AC por aplicagao sucessiva da versao de QF-AC para
uma s6 varidavel nao funciona (por esta razao, enunciamos QF-AC para uplos de
varidveis). Por exemplo, ndo conseguimos aplicar a versao para uma sé variavel a

Vi, $23y17y2145q($1, $2,y17y2)~
Nao podemos passar para
Y1V, woTys Asq(1, 22, Y1212, Y2)

porque a féormula Jys Ay, (21, 22,91, y2) tem quantificadores, e ndo podemos passar
para
Yoy, w93y Asq (21, T2, Y1, Yoz 129)

porque ha a quantificacao Jy; entre Vuq, xo e Jys.

O principio da independéncia das premissas diz, informalmente, que se a partir
de uma premissa A conseguimos produzir um y que testemunhe JyB, entao esse y
pode ser produzido de forma independente da premissa A, isto é, Jy(A — B).
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Definicao 61. Chamamos principio da independéncia das premissas para formulas
UNIVETSALS Puras a

IP: (VzA,, — JyB) — Jy(Vz Ay, — B),

onde Ay, ¢ uma férmula sem quantificadores de HA, B é uma férmula arbitréria de
HAG e y € FV (V2 Ay).

O principio da independéncia das premissas para féormulas universais puras ¢ um
caso particular da regra de prenifixagao

(A— JzB) — Jz(A— B) (x & FV(A)),

regra esta que nao ¢ intuicionisticamente valida. Para além desta regra, hé sé mais
trés regras de prenifixagao que nao sao intuicionisticamente validas:

(VxA— B) - dz(A— B) (x ¢ FV(B)),
Ve(AV B) - VYzAV B (z & FV(B)),
Ve(AV B) - AVVYxB  (z & FV(A)).

O principio de Markov que apresentamos de seguida é um caso particular de
LDN. Ele pode ser reformulado de forma equivalente como um caso particular de
uma das leis da negacao dos quantificadores.

Definicao 62. Chamamos principio de Markov a
M: -—-3JzA,, — JzA,,
onde Ay, é uma férmula sem quantificadores de HAS.

Observacao 63. O principio de Markov é equivalente a
M —VzAy — Jz-As,

(onde Ay, é uma férmula sem quantificadores de HAY) no seguinte sentido: HAy +
M = HAY + M'. Para o verificarmos usamos HAY + =3zB « Vz—B (0 que provamos
primeiro para uma sé variavel x usando prenifixacao e depois generalizamos a um
uplo de varidveis z por aplicagao sucessiva do resultado para uma sé varidvel).

Originalmente o principio de Markov referia-se apenas a varidveis de tipo 0. Com
essa restrigdo, podemos dar-lhe alguma justificagao intuitiva. Assumindo —VnB(n),
entao testando sucessivamente B(n) paran = 0,1, 2, ... temos de encontrar um n tal
que = B(n), caso contrario terfamos ¥YnB(n). Portanto, temos In—B(n). Notemos
que é essencial n ter tipo 0 para que corresponda aos nimeros naturais, que podem
ser ordenados, permitindo assim um teste sucessivo.
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Capitulo 2

Interpretacao funcional de Goédel

Pretendemos associar a cada formula A de HAY uma férmula AP = 32VyAp(z,y)
onde Ap ndo tem quantificadores, de tal forma que A e AP tenham alguma relacao
intuicionista (isto é, ainda que HAY ¥ A < AP pelo menos HAY +P F A < AP para
alguns principios P ndo muito distantes da légica intuicionista). No caso de A ser
atémica, a forma natural de Ap nao ter quantificadores é por AP = A (portanto z e
y sao os uplos vazios e Ap = A). Suponhamos que jé definimos A” = JzVyAp(z,y)
e B =32/Vy'Bp(a', ). Entdo em HA§ + QF-AC temos

AP ANBP 3z, 2'Vy
VZAD — E'XVZU QA
F2AP = Jz,zVyAp(z,y),

L
s
=
R
S

onde na primeira equivaléncia usamos prenifixacao e na segunda equivaléncia usamos
QF-AC. Estas equivaléncias sugerem que definamos (AAB)? | (VzA)P e (32A4)P como
sendo os respectivos membros direitos acima.

Quanto a disjuncao, o mais natural seria definir
(Av B)? =3z, 2'Vy, y'[Ap(z,y) V Bp(2, y)],

mas optamos por outra definigdo pois caso contrario no teorema da correc¢ao (que
veremos adiante) ndo podiamos garantir que os termos t fossem fechados. Depois
de demonstrarmos o teorema veremos em pormenor esta questao. Vamos optar por

definir
(Av B)P = Elzo,g,L/Vg, y_’[(z =00 — Ap(z, g)) A (z #0 0 — Bp(2/, y_’))]

Notemos que a variavel z decide se temos Ap ou Bp. Este aspecto é fundamental
na demonstracao de que HAj + AC + IP + M decide as disjuncoes, como veremos no
teorema 76.

Resta escolher a forma como definimos (A — B)P”. Vamos apresentar duas
motivacoes, a primeira mais técnica e a segunda mais “filoséfica”.
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Motivacao 1 Nesta motivagao seguimos de perto [Kohlenbach 2007], secgao 8.1.
AP — BP ¢
(1) JaVyAp(z,y) — 32'Vy Bop(a, y),

e queremos por esta férmula na forma JuVu(...). Para isso usamos prenifixagao,
escolhendo a forma como optamos por fazer a prenifixacao de modo que se afaste
o menos possivel da légica intuicionista. De (1) ha dois caminhos possiveis para
iniciar a prenifixagao:

1 (1.1) Vz[VyAp(z,y) — J2'Vy
( )W{ (12) 32[Ba¥yAp(z,y) — ¥

A passagem (1) ~» (1.1) é intuicionista, enquanto (1) ~> (1.2) ndo o é (nem vale em
HAY + 1P+ M), pelo que escolhemos a primeira. De (1.1) ha dois caminhos possiveis:

(1.1.1) Va32'[VyAp(z,y) — Yy Bp(z, y')]
(1-1)W{ (1.1.2) vxﬂy[ADy(x, )y J ik

Escolhemos a passagem (1.1) ~» (1.1.1), que usa IP, porque IP tem alguma justifica-

¢ao intuicionista (ver [Kohlenbach 2007], capitulo 5). De (1.1.1) hé dois caminhos
possiveis:

1.1.1.1) Vv Vo' dy[Ap(x,y) —

(1.1.1)W{ ( ) - ylAp ( )_>

z32’
(1.1.1.2) Vadz'3yv

A passagem (1.1.1) ~» (1.1.1.1) pode ser decomposta duas subpassagens,
(L.L1) ~ Vz32'Vy'~—3y[Ap(z,y) — Bp(z',y)] ~ (1.1.1.1),

a primeira delas intuicionista (embora seja dificil de derivar; ver [Kohlenbach 2007,
seccao 8.3) e a segunda usando M. Se tentarmos decompor a passagem (1.1.1) ~~
(1.1.1.2) de forma andloga, obtemos

(L.L1) ~ Vz32'-—3yVy'[Ap(z,y) — Bp(z',y)] ~ (1.1.1.2),

e agora ja nem M nos vale para eliminarmos a dupla negacao devido aos quantifi-
cadores Vy' na matriz de 3y. Portanto, escolhemos a passagem (1.1.1) ~» (1.1.1.1).
Finalmente, a (1.1.1.1) aplicamos AC obtermos uma férmula da forma JuVu(...):

3X', YV, Y [Ap(z,Yzy') — Bp(X'z,y')].

Tomamos esta tltima férmula como defini¢ao de (A — B)P.

Motivagao 2 Apresentamos agora uma motivacao dada pelo proprio Godel em
[Gédel 1941]. O significado intuicionista de AP — BP | isto 6,
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é: dado um z tal que YyAp(z,y), conseguimos construir um z’ tal que Vy'Bp(z’,y').
Sendo X' essa construcao, tal significa:

3X'Vz[VyAp(z,y) — Vy'Bp(X'z,y')].

A mterpretagao intuicionista de Yy Ap(z,y) — Vy'Bp(X'z,y') é: dado um contra-
-exemplo y’ de Bp(X'z,y'), conseguimos construir um contra-exemplo y de Ap(z,y).

Sendo Y essa construcao, tal significa:
3X'Va3YVy [-Bp(X'z, ') — ~Ap(z, Yy')].

Como nesta ultima féormula a implicacao aplica-se a formulas sem quantificadores
(para as quais vale LDN) vem

AX'V23YVy [Ap(z,Yy') — Bp(X'z,y)).

A

Finalmente, dizer que para todo o x existe uma construcao Y significa que essa
construcao estda dependente de x:

3X', YV, [Ap(z,Yzy') — Bp(X'z,y')].
Chegdmos a (A — B)P.

Definigao 64. Para cada férmula A de HAY definimos duas féormulas AP e Ap de
HA{, a primeira dela chamada interpretacao funcional de Gddel de A ou interpre-
tacio Dialectica de A, relacionadas por AP := JzVyAp(z,y), por indugdo na
complexidade das férmulas. B B

1. Se A é férmula atémica, entdao AP = JaVyAp := A, onde z e y sao uplos
vazios.

Suponhamos que ja definimos A” = 32VyAp(z,y) e B” = 32'Vy'Bp(2, y'). Entéo:

2. (AAB)P =3z, 2'Vy,y (ANB)p(z,2',y,y) =
dz, 2'Vy, y'[Ap(z, y) z

5. (3zA4)P .=
6. (VzA)P .=

Numa interpretagao AP = JzVyAp(z,y), supomos que as varidveis z,y sao distintas
e nao ocorrem livres em A.
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Notacao 65. Apesar de D ter o nome interpretacao funcional de Gédel ou inter-
pretacao Dialectica, vamos frequentemente referi-la por D-traducao. Regra geral,
faremos isso a todas as tradugdes (mais a frente falaremos das Ku-tradugao, Kr-
-tradugao, S-tradugao, etc.).

Notacao 66. Convencionamos que D tem prioridade sobre todos os simbolos 16-
gicos. Por exemplo, —AP significa —(AP), nao significa (—A)”. Adoptamos esta
convencao para todas as traducoes.

Observagao 67. Ao calcularmos, por exemplo, (A A A)P, encaramos estes dois
A’s como tendo D-tradugoes com varidveis distintas: digamos que o primeiro A
tem D-traducao (A;)” = 3zVyAp(z,y) e o segundo A tem D-tradugao (Az)” =
J2'Vy Ap(2’,y'), onde as varidveis z, 2, y, 3’ sdo distintas. Entao (A A A)P serd
(A1 AN Ag)P =3z, 'Yy, i/ [Ap(z,y) NAp(z/, y)]. Isto é, renomeamos as varidveis z,y

para z’,y’ de forma a que as varidveis z,y de (A1) sejam distintas das varidveis z’, 3/
de (A;)P, cumprindo desta forma a exigéncia descrita na tltima frase da definicao
64. Mas s6 fazemos isto as variaveis x, y: outras variaveis que possam ocorrer em

A e que nao estejam entre x, y nao sao renomeadas. Esta é uma pratica comum as
interpretacoes funcionais.

Observagao 68. Pode ajudar o cédlculo da D-traducao de férmulas usar as seguintes
mneménicas para (A — B)P e (VzA)P.

Mneménica para (A — B)P Primeiro escrevemos a implicacio A — B com AP no

lugar de A e B? no lugar de B:
JaVyAp(z,y) — I2'Vy Ap(2, ).

Depois usando as regras de prenifixacao “passamos para fora” as varidveis z, 2/, v/

e y por esta ordem: -

Va3z'Vy' Iy[Ap(z, y) — Ap(z,y)].

Agora aplicamos AC duas vezes: uma para tornar 2’ numa “funcao” X’ de z e outra
para tornar y numa “funcao” Y de z, y':

|<

X', YV, y Iy[Ap(z, Yay') — Ap(X'z,y)] = (A — B)”.

Mneménica para (VzA)P Primeiro escrevemos a quantificagio VzA com AP no lugar
de A:

VzdzVyAp(z,y).

Depois aplicamos AC para tornar z numa “funcao” X de z:
3XVz, yAp(Xz,y) = (VzA)P.

Observacao 69. Demonstramos facilmente por inducao na complexidade das for-
mulas que Ap nao tem quantificadores e que se Ay, ¢ uma férmula sem quantifica-
dores e sem disjungoes, de HAY, entdo (A)P = Ay,
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De seguida calculamos a D-traducao para o simbolo l6gico definido —.

Proposigao 70. Se A” = 3zVyAp(z,y), entio (wA)P =3YVe-Ap(z

Y.

Demonstracdo. Trata-se apenas de uma questao de contas. O

Teorema 71 (da correcgao de D). Sejam A uma formula arbitrdaria de HA, I todas
as varidveis livres de A e AP = 3zVyAp(z,y). Se HA§ + AC+IP+MF A, entao
existe um uplo de termos fechados t de HAY, que pode ser calculado a partir de uma
derivagdo de A, tal que HAG =VyAp(tl,y).

Demonstracao. Fazemos a demonstracao por indugao no comprimento das deriva-
¢oes, construindo explicitamente os termos t. Para tal, temos de para cada axioma
A de HAY construir um termo ¢ nas condicoes do enunciado, e de para cada regra
A = B de HAj, supondo que existe um termo ¢ para A nas condicoes do enunciado,
construir um termo ¢ para B nas condi¢des do enunciado. Vamos verificar apenas
alguns axiomas e regras para dar a ideia da demonstracao.

Quando conveniente, vamos denotar por [ as varidveis de F'V(A), por lap as
varidveis de FV(A)UFV (B), por La\ p as varidveis de FV(A)\ FV(B), por lanp as
varidveis de F'V(A)NFV(B), por La pc as variaveis de FV(A)\ [FV(B)UFV(C)]
e por Lap\(\pk) as varidveis de [FV(A) U FV(B)]\ [FV(C)\ (FV(D)UFV(E))].
Iremos também usar os indices A, AB, A\ B, ANB, A\ BC e AB\ (C\ DE) para
varidveis relacionadas com l4, lap, la\B, lanB, La\Bc € Lap\(c\pE). Por exemplo, se
substituirmos [4p por O, entao podemos denotar O por O 45.

AV A — A Temos

(AVA— AP =3X" Y Y'Vz, 2,2,y
"y")) A (2 #0— Ap(2, Y zz2'y")) — Ap(X 2z’ y")].

Como a férmula z =3 0 nao tem quantificadores, entao pelo teorema 56 existem
termos ¢, cujas varidveis sao exactamente z, x, x’, tais que

HAG + [Z =00 — (AD(Qay_”) A AD(LQ_/’))} N [2’ F#0 0 — (AD(Q,ZJ_H) — AD(L/,ZJ_H))],

isto é (informalmente)

_Jx se z=¢0
7Y 2/ se 2#00 7
Os termos
tX” = )\Lzagai'ga
tZ == >\£7Za£a£/ay_”'y_//7
ly = )‘vaagaivy_”'y_”'

estao nas condicoes pretendidas.
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AANB — A Temos

(ANB — AP =
X" Y YV, 2y [Ap(z, Y za'y") A Bp(2l, Y z2'y") — Ap(X z2!, y")].
Os termos
txr = A,z,2’ .z,
ty = Mooy .y
tyr = M,z,2,y". O,

(onde O tem tipo apropriado) estao nas condigoes pretendidas.

A— AN A Temos

(A— ANAPD =

Como Ap(z,y’) nao tem quantificadores, entdo pelo teorema 56 existem termos g,
cujas varidveis sao exactamente as de F'V (AD(SU y )) Yy’ isto é, Lz, y,y”

Z/_
ex, g)tals que

(porque as varidveis de FV (Ap(z,y') sdo as de FV(A) e

HAS + [Ap(z.y) — (Ap(z.q) < Ap(z.y")] A [-Ap(y) — (Ap(z,q) < Ap(.y))].

isto é (informalmente),

y" se Ap(z,y)
_’ se —nAD(g 2)

g =
Os termos
E& = )\Lg'_v
ti” = )\ngv
EX = Alugvy_lay_”g

estao nas condicoes pretendidas. Para verificarmos que sao fechados, provamos por
indugao na complexidade das férmulas que as varidveis de Ap(z, y') est@o entre as
varidveis [ (isto é, as varidveis de FV(A)) e z, 4/, pelo que as varidveis de ¢ estio
entre as variaveis [, z, v, y". -

Notemos que, neste caso, a escolha nio é candnica, uma vez que podiamos ter
escolhido

(A— B)? = 3X',YVa,y[Ap(z, Yy ) — Bp(X'z,y),
(3zA — B)D = 33X YVz,z,y[Ap(z,Yzzy') — Bp(X'zz,y')].



Por hipétese de indugao, existem termos fechados g x/, gy tais que
HAY bV, o' [Ap(z, qvlzy') — Bp(gxlz, y')),

onde [ sdo as varidveis de F'V(A — B). Sejam [’ as varidveis de FV(3zA — B)
(logo I' é [ excepto z). Os termos

estao nas condicoes pretendidas, isto é, sao fechados e verificam

HAG F V2, z, Y [Ap(z,t

vl'zzy') — Bp(tx l'zz,y')].

A/A— B = B Temos

AP aVyAp(z,y, Las),
BP 32'Vy'Bp(2', y),
(A - B)D = HX,XVLZJ_/[AD(LXQZI_/JA\B) - BD(X&?Z-/_I)]

Por hipétese de indugao, existem termos fechados ¢ e 1 x/, ry tais que

HAY = VyAp(qla,y,las), (2.1)
HAG + Vaz, y_’[A (z,rylas zy_ Lay B) — BD(ZX'LABLQ)]-
Para simplificar a notagao, no resto desta alinea onde aparecer

q01, rx Ol, ryQl,

devemos entender, respectivamente,

qO a\Blans, rx' OaBls, ryOasls,

isto é, em qla, rx/lap e rylap estamos a substituir os [ 4\ p (que supomos serem
as primeiras varidveis dos uplos 14 e [ap) por O A\B € a nao alterar as restantes
variaveis desses uplos.

Vejamos que os termos
t:= Mg [rxOl(qOl)]

estao nas condigoes pretendidas, isto é, sao fechados (6bvio) e verificam
HAS = Vy' Bo(tls, y). (2.3)

Pondo lap = Oapey=ryOl(gOl)y em (2.2) e lanp = Oap ez =qg0Ol em
(2.3) vem, respectivamente

HAG F AD(QQl ryOl(qOl)y,Oag),



logo por modus ponens vem (2.3).

A—B,B—C = A— (C Temos

(A— B)D 31X YV Y [ p(z, X&y_/) - BD(X/fE ?/ lB\Ac)]
(B—C)Y = 3X" Y'va/, y_[ p(z', Y 2 y lpvac) — Cp(X" 2"y )]
(A—O)" = 3X" YVz,y"[Ap(z, Xz y") = Cp(X "z, y")].

Por hipétese de indugdo, existem termos fechados ¢ x/, gy e rx», ry tais que

Para simplificar a notagao, no resto desta alinea onde aparecer
(__IX’Qla gzgla EXi”Qéa r ’Ql)
devemos entender, respectivamente,

4x'Op\aclap\(B\ac); @vOp\aclap\(s\ac), rx"Op acle\(B\Ac): Ty'Op\acle\(B\AC),

isto é, em qx/lap, qylap, rx7lpc e Ty lpc estamos a substituir os Ip\ac (que
SuUpomos serem as pﬁmeiras variaveis dos uplos lap € lgc) por Op\ac € a nao alterar
as restantes variaveis desses uplos.

Vejamos que os termos

HAG FVa, 3" [Ap(z, tylaczy”) — Cp(txrlacz,y")]. (2.6)

Pondo Ip\ac = Opuac ey =1y Ol(qx Olz)y” em (2.4) e Ipac = Op\ac e
2’ = qxOlx em (2.5) vem, respectivamente,
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Destas duas férmulas vem, por silogismo, (2.6).

IT, ¥, R e axiomas de =¢ e S Estes axiomas sao formulas A que nao contém os

stmbolos V, 3 e V, logo AP = Ap = A. Portanto, o resultado é trivial para tais
férmulas tomando ¢ como sendo o uplo vazio.
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IR Digamos que A(z)” = 3zVyA(y)p(z,y). Provamos por indugao na complexidade
das férmulas que A(2)P[0/2] = A(0)P e que A(Sz2)P = A(2)”[Sz/z]. Denotemos
A(z)p(z,y) por Ap(z,y,2). Entao

A0)P = FavyAp(z,

( Y,
A(Z)D = HQVQAD(Z', Y,

[A<Z) - A(‘Sz)]D = El&a sz, y_/[AD(£7 Xiy_la Z) - AD(X&? y_I7 S’Z)]

0),
2);

Sejam [ as varidveis de F'V(A(z)) e I as varidveis de F'V (A(0)) (portanto I’ é [
excepto z). Por hipdtese de indugao, existem termos fechados q erx,ry tais que

y,0), (2.7)
z,rylay z) — Ap(rxlz, v, S2)). (2.8)

HA; ‘v’yAD(gl,
HA; F Vaz y[A (

Vejamos que os termos

= ALL[R2(gl)Az, 2. (rxilz)]
estao nas condigoes pretendidas, isto é, sao fechados (6bvio) e verificam

HAS - Vy Ap(tl, y, 2). (2.9)

Provemos (2.9) por indugdo em z. O caso base vem (2.7). Vejamos o passo de
inducao. Suponhamos VYyAp(t,y, z). Pondox =# em (2.8) vem Vy'Ap (@l@),y_’, Sz),
isto é, VyAp(tl,y', 2)[Sz/2].

M Se numa derivacao em algum momento aplicamos M a uma férmula sem quanti-
ficadores A, isto €, introduzimos a férmula 3z—--A,, — JrA,,, entao tal aplicacao
pode ser substituida por: (i) uma derivagao da equivaléncia entre Ay, e uma férmula
atémica By, (que existe pelo lema 54), (ii) a aplicagdo de M a By, isto é, a introducao
da féormula 3z—-—B,; — Jx By, e (iii) uma derivacdo de dxz——A,, — Iz A,, a partir
de 3z——B,; — JxB,; usando Ay, < B,. Desta forma toda a aplicagao de M a uma
formula sem quantificadores pode dar lugar a uma aplicacao de M a uma férmula
atémica. Portanto, podemos supor que M s6 se aplica a férmulas atomicas, que tém
a vantagem de coincidirem com as préprias D-traducgoes e por isso simplificarem os
calculos que se seguem.

Temos

[Hz—-Bu(z) — 32 Bu(z)]” = 3X'Va[-=Bu(z) — Bu(X'z)).

Atendendo a que HA§ + =—B,; — By (vem pelo teorema 55 porque By nao tem
quantificadores), verificamos que o uplo de termos t = Al, z . z estd nas condigdes
pretendidas.

AC e IP De forma anéloga ao explicado no caso anterior, podemos supor que as
formulas sem quantificadores em IP sao atémica, de modo a coincidirem com as suas
D-tradugoes. Com este entendimento, os axiomas AC e IP sdao implicagoes A — B
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tais que AP = BP. Por isso, as D-traducoes destes axiomas sao instanciacoes
de (C — C)P. Derivamos a férmula C — C em HAY recorrendo aos axiomas
C—CANC,CANC — C e ao silogismo. Neste ponto da demonstragao ja vimos que
hé termos nas condi¢oes do enunciado para estes dois axiomas e esta regra. Entao ha
termos nas condigoes do enunciado para formulas derivaveis por meio destes axiomas
e regra, logo ha para AC e IP. O

Menciondmos no inicio do capitulo que nao definimos (A Vv B)” por
(AV B)? =3z, 2'Vy, y'[Ap(z,y) V Bp(z, y')], (2.10)

porque com tal definicao nao conseguiamos demonstrar o teorema da correccao de
D. Como prometido, vamos ver o que falhava.

1. A primeira observacao é que nao podiamos garantir que os termos dados pelo
teorema da correccao de D fossem fechados. Por exemplo, no caso AVA — A,
usando (2.10), teriamos

(AVA— AP =
3X", Y, YV, oy [Ap(z, Yaa'y") v Ap(, Yaa'y") — Ap(X"za!, y")).

Os tnicos termos que pareciam funcionar eram

EX” = )\L7£7ZE_'Q7
ty = M, z,2%. 9"y,
IL’ = )\Lyga_,7y_// y”’

onde ¢ eram termos, dados pelo teorema 56, tais que

HAY - [Ap(z, y") — (AD(@Z/_”) — Ap(z,y"))]A
[=Ap(z,y") — (Ap(a.y") < Ap(z’,y"))].

ou tais que

HAS - [Ap(2, y") — (Ap(g, y") < Ap(z',y"))]A
[=Ap(a’,y") — (Ap(a. ¥") < Ap(z, y"))].

Mas as varidveis dos termos ¢ sao exactamente as de F'V (Ap(g, y”)) ex, 2,

pelo que os termos ¢ x» nao seriam em geral fechados porque 3" € FV (txn).

2. A segunda observacao é que se alguns dos termos nao forem fechados, entao
ja nao conseguimos demonstrar o teorema da correccao de D. Por exemplo,
vejamos o caso A,A — B = B. Temos

AD = HQVQAD(£7Q)7
BP EILIVQBD(Lla y_/)>
(A= B)” = 3X YV, y[Ap(z,Yay) — Bp(X'z.y)].
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Por hipétese de indugao, existem termos (nao necessariamente fechados) ¢ e
rx/,ry tais que

HAS + YyAp(qla,y), (2.11)
HAY F Vz y[A (z,7ylap y/)HBD(ZLiABQai)]' (2.12)

Suponhamos por momentos que os termos ¢ e r x/, ry eram fechados. Para
obtermos termos que funcionem para BP, parece nao haver outra solucao a
nao ser por y = rylap(qla)y’ em (2.11) z = gl4 em (2.12), obtendo
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t:=Ap.[rxOasls(qOaplans))
funcionariam para BP.
Mas como os termos ¢ e 1 x/, ry podem nao serem fechados, o que é obtemos

é algo diferente porque as varidaveis y podem ocorrer em ¢(y) e as varidveis x
podem ocorrem em rx/(z) e em 1y (x):

HAY + Ap (g (rylas(qla)

Parece entdo que nao conseguimos encontrar termos que funcionem para BP.

Teorema 72 (da caracterizagdo de D). Para toda a formula A de HAy, temos

HAY + AC+IP+ME A« AP,

Demonstracao. Fazemos a demonstracao por inducao na complexidade das férmulas.
Vamos verificar apenas alguns casos para dar a ideia da demonstracgao.

AN B Este caso ¢é facil usando as regras de prenifixacao.

AV B Temos

(AVB)? = 32° z,2'Vy, ¢/

AP JxVyAp(z,y),
B = 32'Vy'Bp(,y),
[(z=00— Ap(z,y)) A (2 #0 0 — Bp(a,y))].

Por hipétese de indugao, temos HA§ +AC+IP+ME A — AP e HAY +AC+IP+M +
B « BP. Consideremos o termo t4, dado pelo lema 54. Em HAY + AC + IP + M
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derivamos

AP v BP

Jz, 2'Vy, y'[Ap(z,y) vV Bp(2', y')]

3z, 'Yy, y' [(tap, =0 0 — Ap(z, ) A (ta, #0 0 — Bo(e, y))]
(Av B)P

32(2 =9 0 — AP) A (2 #0 0 — BP)]

AP v BP

AV B,

AV B

I e

onde na segunda e na quinta implica¢oes usamos regras de prenifixagao.

A — B eVzA Basta observar que todos os passos referidos na observagao 68 para
o céalculo de D-traducoes de implicagoes e quantificagoes universais e na motivagao
1 dao origem a férmulas equivalentes em HAG + AC + IP + M. n

Observagao 73. Em [Ferreira 2007] encontramos uma interpretagao bastante in-
teressante dos teoremas da caracterizagao. Usando o teorema da caracterizacao
de D, vamos ver que no teorema da correccao de D nao faltam principios. Su-
ponhamos que o teorema da correccao de D também valia se em vez da hipotese
HAG +AC+IP+M F A tivéssemos HAG +AC+IP+M+P = A, onde P é um novo prin-
cipio. Claro que HAG+AC+IP+M+P I P, logo pelo teorema da correcgao de D viria
HAY - PP (na verdade viria HAY - VyPp(#,y), onde PP = AVyP p(z,y), mas daf viria
HAY - PP). Pelo teorema da caracterizacio de D temos HAS +AC+IP4+M I P « PP,
logo HAy + AC + IP + M F P, pelo que afinal o principio P é supérfluo.

O teorema seguinte diz-nos que se derivarmos uma férmula Vz3yA,,(z,y), entao
podemos a partir da derivacao extrair um termo ¢ que testemunha Jy em “fungao”
de z, isto é, tal que VA (x,tx). Podemos encarar esse termo ¢ como sendo um
“programa’ que recebe como “entrada” um x e déd como “saida” um y = tx tal que

Agq(,y).

Teorema 74 (da extrac¢ao de programas por D). Seja Ay, (x,y) uma férmula sem
quantificadores de HAY tal que F'V (Ayy) = {z,y}. Se

HASJ +AC+IP+ME VxHyASQ(x>y>’

entao existe um termo fechado t de HAS, que pode ser calculado a partir de uma
derivagao de VxIyAs,(z,y), tal que HAG VoA, (x,tz).

Demonstragao. Pelo lema 54, existe uma férmula atémica B, (2, y) tal que FV (By;) =
FV(Ay) e HAY + Ay (2, y) < Bu(z,y). Temos [VoIyBu(z,y)|P = YV By (z, V).
Pelo teorema da correcgao de D, existe um termo fechado ¢ tal que HAY + Va By (x, tx),
logo HAG F Vz Ay, (z, tz). O
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Fazendo uma pequena adaptacao a demonstracao do teorema da extraccao de
programas por D, obtemos o seguinte resultado de conservacao de HAj +AC+I1P+M
sobre HAj relativamente a férmulas da forma VzdyA,,.

Teorema 75 (da conservacao por D). Seja Ay, uma formula sem quantificadores
de HAG. Se
HAS + AC+IP + M = Va3dy A,

entao HAG = Va3IyA,.

Demonstracao. Repetindo os argumentos do teorema da extraccao de programas
por D, obtemos HAY  VzA,(z,tlz), onde [ sdo as varidveis de F'V (Va3yAs,).
Daqui sai facilmente o resultado. Il

De seguida provamos que HA§ + AC + IP + M ¢é construtivo no seguinte sentido:
(i) goza da propriedade de eristéncia, isto é, se derivar JrA(x), entao existe um
termo que testemunha o quantificador existencial (na verdade costuma-se chamar
propriedade de existéncia ao caso particular em que 3xA(z) é uma férmula fechada),
e (ii) goza da propriedade de disjuncdo, isto é, se derivar uma disjuncao fechada,
entao decide-a.

Teorema 76 (HAY + AC + IP + M ¢é construtivo). Sejam H := HAj; + AC+ IP + M
e A e B formulas de HAS.

1. SeHF JzA(z), entdo existe um termo t de HAG tal que FV (t) = FV(A)\{z}
e HE A(t).
2. Se FV(AVB)=0eHF AV B, entaioH+ A ou HF B.

Demonstracao.

1. Digamos que A(x)? = FuvwAp(z,u,v). Entao [z A(x)]P = Iz, uvwAp(z,u,v). Pelo
teorema da correccao de D existem termos fechados t',q tais que HAG = VuAp (¢4, v),
onde [ sao as varidveis de FV(HIA(x)). Vem HAY F JuVvAp(t'l,u,v) = AP(H']).
Pelo teorema da caracterizacao de D temos H = A(t'l) < AP(#'l). Daqui e de
HAY = AP(¢'1) conclufimos H = A(#']). Finalmente tomamos t := #']

2. Digamos que AP = 32VyAp(z,y) e BP? =32/Vy' Bp(2’, y'). Entao
(Av B)P = 320,_,x_'Vg, g’[(z =00 — Ap(z, g)) A (z #0 0 — Bp(2/, y_’))}
Pelo teorema da correcgao de D existem termos fechados ¢, ¢, ¢’ tais que

HAS = Vy, 5/ [(t=00— Ap(q,y)) A (t #0 0= Bn(d, )],

Vem
HAY F (t =0 0 — AP) A (t #£9 0 — BP).

77



Pelo teorema da caracterizagao de D vem
HE (t=00— A)A(t #,0— B). (2.13)

Como t é um termo fechado de tipo 0, entao pelo teorema 45 existe um nimero
natural n tal que HAy + t =¢ n. Temos HAY F 7 =¢ 0 ou HA] F n #, 0, logo
HAY Ft =¢ 0 ou HAY F t #¢ 0. No primeiro caso, de (2.13) vem H - A. No segundo
caso, de (2.13) vem H + B. O

Exemplo 77. Neste exemplo, baseado em baseado em [Oliva 2006], seccao 2, exi-
bimos termos que satisfazem a interpretacao funcional de Godel de uma férmula.

Motivagao A férmula C' := =—=A A ==B — —==(A A B) ¢ intuicionisticamente
derivavel, pelo que pelo teorema da correccao de D tem uma interpretacao, isto
é, existe um uplo t de termos fechados tal que HAy + Vo Cp(tl, v), onde [
sao todas as varidveis de FV(C) e CP = JuVoCp(u,v). O nosso objectivo é
apresentar explicitamente um uplo ¢ de termos fechados nestas condi¢oes (mas nao
necessariamente o que é dado pelo teorema da correccao de D).

Derivagao intuicionista Podemos derivar intuicionisticamente C' da seguinte forma:

[A] (B
AANB  [-(AAB)
S U
—5 ! ——B
L
—\—\(A/\B)

Calculo de CP Digamos que AP = IVyAp(z,y) e BP = Ar'Vy'Bp(2',y’). Calculamos

(—=A)P = JXVY--Ap(XY,Y(XY))
(-=B)? = 3IX'VY'--Bp(X'Y' Y'(X'Y")),
(-——AAN—-=B)? = 3IX X'VY.,Y'
[-—Ap (XY, Y (XY)) A—=Bp(X'Y' Y (X'Y"))],
[_'_‘(A/\B>]D = 3X_H7X_WVY_H7Y_/”

- [AD (X_”Y_”Y_W, Y_”(X”Y”Y’”)(X"'Y”Y"’)) A
Bp (X/// y'y"” ym (X// Y Y///) (X/// Y Y///))] .

Usamos a mnemonica da observagao 68 para calcular a D-tradugao de C': escrevemos
a implicacao com o antecedente e o consequente traduzidos,

X, X'VY, Y [--Ap (XY, Y (XY)) A==Bp(X'Y' Y (X'Y"))] —
EIX// X///vy// }////_|_| |:AD (Xl/ Y// Y/// YII(X// Yl/ Y///)(X/// Yl/ Yl//)) A
T R T
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prenifixamos pela ordem correcta,

VX, X'3X" X"vY" Y"3Y Y’

[ﬂﬂAD(xx, Y(XY)) A==Bp(X'Y, Y (X'Y)) -

o (AD (X—HY_HY_W7 Y_N(XN YN Y”’) (X/// Yll Y///)) A

BD (X//l Y// Y/l/ Y/// (X// Y// Y”/) (X//l Y// Yl// )) ) :|
e aplicamos AC,
O = EIX” X/// Y Y!\V/X X/ Yl/ Y//l

[ﬁﬁAD( X(YXXY'Y") YX XYY" (X(YXX'Y'Y"™) )

B ( XWX XYY, ¥ X XYY (X (Y X XTYTY) )

B ( XIIIXX Yl/ Y//l Y,”<X”XX Y// Y// XIIIXX Yl/ Y/") )>:|

v Vv
E:a/// E:ﬁlll

Descobrir os termos ¢ Se tivermos a = o”, o/ = o™, 8= (3" e ' = 3", entao CP fica
na forma JUVV[--DA—-—FE — —|—|(D/\E)] pelo que se deriva intuicionisticamente.
Por essa razao, procuramos ¢ tal que a = o”, o/ =", 3 = 3" e ' = 8", ou mais
precisamente, procuramos termos fechados t = tx», txw, ty, ty tais que_

X(tylXX'Y"Y") = txlXX'Y"Y"

X (tplXX'Y"Y") = txnlXX'Y"Y"

EXZXXY_”Y”/( tleX,Y”Y”/) _ Y”<tX”lK&Y_/,Y”/)(tX”’lXXY_”YW)
t IX XYY" (X (X X'Y'Y")) = Y (bl X XYY" (txm [ X X'Y"Y")
(2.14)

onde a notagao ¢ = r ¢ uma forma conveniente de dizer que para toda a férmula
D(w) de HAY devemos ter HAG = D(q) < D(r).
Vamos fazer uma mudanca de notacao para aliviar a escrita. Sejam

Txn
Txm
Ty
Ty

—~

el (2.15)

M1
|~
%
<
&
<
“S

Com esta notagao o sistema (2.14) escreve-se

XTy = Tx»

X' Ty = Txm
Ty(XTy) = Y'TxoTxn
Ty (X'Ty) = Y"TxuTxm



0 que equivale a

XTy = Tx»
X'Ty = Txmw
IY/IX”’ - Y_/”TX// TX’”

Com vista a descobrir T'xv, T'xm, Ty e Ty raciocinamos da seguinte maneira.

1. Suponhamos que ja descobrimos 1'x .

2. Agora que conhecemos T'xr, a equacdo Ly T xm = Y" T xn T xm sugere que
ponhamos
Ty =Xz (Y " Txnz). (2.17)

Ficamos a conhecer T'x» e T'yr.
3. Agora que conhecemos Tx» e Ty, a equagao X Ty, = T’y sugere que ponhamos
Txm = X'Ty. (2.18)
Ficamos a conhecer T'xn, T'xm e T'y.

4. Agora que conhecemos Txr, T'xn e Ty, a equacdo Ty T xn = Y" T xn T xm
sugere que ponhamos
Ty:=Aw. (Y w

Ficamos a conhecer T'x», T'xm, T'y e Ty

Temos entao

Notemos que em
Txr = X w. [Y'w(X'Az. (Y"Txr2))]

ha uma circularidade na definicao de I x». Para “quebrarmos” essa circularidade,
pomos w em lugar do segundo 1'x», obtendo

Txr =X w. [Y'w (X' z.(Y"wz))]. (2.19)

Surge agora um problema: Ty tem de verificar as equacoes X1y = T'xr e T'yTxr =
Y"TxnTxnm do sistema (2.16), mas sé verifica esta dltima. Vamos por isso redefinir
Ty. A comparagao da definigdo (2.19) com a equagao X1y = T'x» sugere a definigdo

Ty = w. [Y'w(X'\z. (Y'wz))].
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De seguida definimos T’y e T por (2.17) e (2.18). Em resumo:

Ty = Xw.[Y'w(X')z.(Y"wz))],
Txm = X'Ty,

Ty = \w.[Y'w(X'\z.(Y"wz))],
Ty = dz.(Y"Txnz).

Agora que sabemos quais os T'xv, T'xw, Ty, Ty que nos interessam, “invertemos” o
sistema (2.15) para obter os t = tx», txm, ty, ty:

txe = ALX, XYY" Ty,

txn = ALX, XL YY" Ty,
ty = A X, XYY" Ty,
ty = M X, XYY" Ty

Verificacao de que os termos ¢t interpretam C' Para verificar que os termos t in-
terpretam C', vamos verificar que sdo solugoes do sistema (2.16). S6 a equagao
TyTxr =Y"TxnTxn do sistema (2.16) ndo é de verificagao ébvia. Verifiquemo-la:

TyTygr = Y' Ty [ X' Az . (Y Tgr2)] = Y T (X' Tr) = Y T T,
yTxr x [X') % 2) (X' Ty w0 T

Vo
=Ly =Ty

Nota histérica 78. A origem da interpretacao funcional de Godel é uma histéria
algo tortuosa. Sabemos que a ideia de Godel data de pelo menos 1941, ano em que
proferiu palestras em Yale e Princeton nas quais j4 menciona a sua interpretagao.
Mas foi apenas em 1958 que publicou essas ideias no seu artigo [Godel 1958], que saiu
na revista Dialectica. Em 1965 Godel é convidado a republicar o artigo na mesma
revista, mas em inglés. Durante os quatro anos seguintes faz uma série de revisoes ao
artigo que nunca o deixam satisfeito e acaba por nao o republicar. A tultima versao
do artigo, [Godel 1972], data de aproximadamente 1972. Apds escrever e reescrever
partes do artigo, Godel opta por fazer as alteragoes essencialmente na forma de 14
notas de rodapé. Era principalmente a expressao dos aspectos filoséficos do artigo
que deixava Godel insatisfeito.

O objectivo inicial de Godel foi usar a sua interpretagao funcional para demons-
trar a inderivabilidade intuicionista de =—Vz(A V —A). Mas no artigo apresenta a
interpretacao funcional como um contributo a uma versao mais lata do programa
de Hilbert: provar a consisténcia de teorias classicas reduzindo-a a consisténcia de
nogoes o mais intuitivas possivel. A ideia de Godel é a seguinte: (i) reduzir a consis-
téncia de PA a consisténcia de HA (ver nota histéria 21) e (ii) reduzir a consisténcia
de HA a consisténcia de T (que por nao ter quantificadores é de certa forma mais
intuitiva). O passo (i) ja estava feito usando tradugoes negativas (que estudaremos
no préximo capitulo) e para o passo (ii) Godel prova HAF A = T+ Ap(t,y) (para
certos termos ¢ nao contendo y) donde se conclui T¥ 0 =1 = HAK 0 =1 (isto ¢,
se T é consistente, entdo HA também o é).
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Nota biografica 79. Kurt Godel (1906-1978) foi um légico e filésofo da matema-
tica nascido no antigo império austro-hiingaro. Ao longo da sua vida teve cinco
nacionalidades (contando duas vezes a austriaca): foi cidadao austriaco por nasci-
mento, tornou-se cidadao checo automaticamente quando o império austro-hingaro
caiu, aos 23 anos voltou a ser cidadao austriaco por opcao, tornou-se cidadao ale-
mao automaticamente quando a Alemanha anexou a Austria, e terminada a Segunda
Guerra Mundial tornou-se cidadao dos EUA.

Durante a sua juventude os interesses de Godel derivaram das linguas para a
histéria, filosofia, fisica e matematica. Interessou-se pela légica matematica ao par-
ticipar num semindrio de Moritz Schlick sobre [Russell 1920] de Bertrand Russell.
Esse interesse foi consolidado ao assistir a uma palestra de David Hilbert sobre com-
pletude e consisténcia. Seria o tema da completude o escolhido para a sua tese de
doutoramento, na qual demonstra em 1929 o seu teorema da completude. Em 1931
demonstra os seus mais famosos resultados, os dois teoremas da incompletude. Em
1940 publica uma demonstracao da consisténcia do axioma da escolha e da hipdtese
do continuo com os axiomas da teoria dos conjuntos.

Em 1938 Godel casa e em Janeiro de 1940 foge para os EUA com medo de ser
recrutado para combater na Segunda Guerra Mundial pelo exército alemao. Vai in-
tegrar o Instituto para Estudos Avangados (IEA) em Princeton, EUA, onde também
se encontrava Albert Einstein de quem foi amigo pessoal.

A satde mental de Godel era fragil. Ja em crianca dava sinais de alguma per-
turbacao ao acreditar que uma febre reumatica lhe danificara permanentemente o
coragao, apesar de ter recuperado completamente. A preocupacao com a satde em
geral acompanhou-o para o resto da vida. Em adulto, o assassinato de Schlick por
um aluno, o excesso de trabalho e viagens frequentes ao IEA estiveram na origem
de um esgotamento e de uma depressao. Tinha uma personalidade timida e excén-
trica e sofria de parandia. Acreditava que o tentavam assassinar envenenando o ar
e a comida, razao pela qual sé confiava na comida feita pela sua mulher. Quando
esta ficou demasiado doente para cozinhar, Godel morreu a fome, num hospital, por
recusar-se a comer.
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Capitulo 3

Traducoes negativas de Kuroda e
de Krivine

Neste capitulo apresentamos duas tradugoes negativas, a de Kuroda Ku e a de
Krivine, esta tultima em duas versoes, Kr e Kr,,. FEstas traducoes negativas N
interpretam PAy em HAY no seguinte sentido: PAy + A = HAY - AN,

O nome tradugao negativa parece ter trés justificacoes.

1. As duplas negagoes que aparecem nas férmulas traduzidas, por exemplo,
(Agt) B = == Au = (Aw) X", onde Ay é uma férmula atémica.

2. Algumas equivaléncias intuicionistas com duplas negagoes como

—\ﬁ(VQZA)Ku < (VQZA)Ku, —\ﬁ(—\A)KT < (ﬁA)KT, ﬂﬂ(HxA)K,n < (HLEA)KT.

3. AK% e AKT s30 intuicionisticamente equivalentes a férmulas negativas, isto é,
formulas nas quais apenas ocorrem A, — e V e cujas subférmulas atémicas
estao negadas.

3.1 Traducao negativa de Kuroda

Definicao 80. Para cada férmula A de PA baseado em L, A, V, —, V e 3, definimos
as férmulas A%* e Ag,, a primeira delas chamada traducdo negativa de Kuroda de
A, relacionadas por AX" := == A, por inducao na complexidade das férmulas:

1. se A é formula atéomica, entao A, := A;
2. (Ao B)gy := Ak © Bgy, onde ¢ € {A,V, —};

3. (FrA)ky = FrAky;
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4. (Ve A)gy = VoAg,.

Uma forma facil de descrever Ak, é dizer que resulta de introduzir uma dupla
negacao na matriz de cada quantificagao universal em A.

De seguida calculamos a Ku-tradugao para o simbolo logico definido —.

Proposicao 81. Temos (—A)xy = ~Axu-

Demonstracao. Trata-se apenas de uma questao de contas. [

Teorema 82 (da correcgao de Ku). Seja A uma formula arbitrdaria de PA.

1. Se PAY + A, entao HAY F AXv.

2. Se PAY + QF-ACF A, entio HAY + QF-AC + M = AKv.

Demonstragao. Fazemos a demonstragao por indugao no comprimento das deriva-
¢oes. Pode ser 1til saber que intuicionisticamente temos

———A — —A,
——VzA — Vr-—A,
-—(A— B) < (-—A— —-—B)
~ (A— —--B)
— —=(A— —-=B),
-—AV-—-B — —-=(AVB),
-(AVB) — —-AA-B,
A — ——A

(as quatro primeiras linhas estao demonstradas em [Troelstra 1973], subpardgrafo
1.8).

1.
1.
LEM Temos

(A V _|A)Ku = _‘_‘(AKu V ﬁAKU).

Vejamos HAY F ——(Agky V mAgk,). Suponhamos — (A, V 7 Aky). Vem —Ag, A
= Ak, logo L

AVA—- A A—-ANA A—- AVB, ANB— A AVB—BVA ANB— BA\A,
1 — Ae A(t) — JrA(r) Estes axiomas sdo férmulas C tais que C** = =—C" onde

C’ é uma instanciagio do axioma C. Entdao HAY + C’) logo HAy + CX“. Por
exemplo, para o axioma AV A — A temos

HAS} + (A VA— A)Ku = _‘_‘(AKu V AKu — AKu)
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No caso do axioma A(t) — JrA(x) usamos o facto A(t)x, = Agu(t), isto é,
Alt/x]ky = Aku[t/z] (provamos facilmente por indugao na complexidade das fér-
mulas):

HAS F [A(t) — 32A(@)]"" = ~—[Aku(t) — FzAka(z)).

VeA(x) — A(t) Temos
VzA(z) — A@))* " = == [Vo-—Agu(2) — Agu(t)]

HAY F == [Vo—Agy(2) — Agu(t)] < [Ve——Agu(r) — 7= Ak (t))].

Como HAY deriva o membro direita desta equivaléncia, entao deriva o membro es-
0 )
querdo.

A,A— B = B Por hipétese de inducio, temos HAY = AX" = —=Ag, e HAY F
(A — B)X* = ——(Ag, — Bgy). Vem HAY F == Ak, — ——Bg,, 0 que juntamente
com HAy + == Ak, implica HAY F BX* = == By,,.

A— B,B—C = A— C Por hipétese de indugao, temos HAY + (A — B)K* =
_\ﬁ(AKu — BKu) e HAB} H (B i C)Ku = ﬁ_\(BKu — CKu)y isto é, HAB} F _‘_'AKu -

—=Bgy, € HA] F =Bk, — ——Ck,. Vem HAj F ——Ag, — —Cky, isto é,
HAB’ H (A — C)Ku = _‘_‘(AKu — CKU)

ANB—-C & A— (B— C) Temos
HAY - [(AA B) — C1%" = == (Aky A Bgu — Ck) <
HAB} FAgy A Biy — Ck, &
HAB) = AKu — (BKu — _‘_‘OKu) =
HAY F[A — (B — C)]K“ = —[Agy — (Bgy — Cka)]-

A—-B = CVA— CVB Temos
HAS = (A — B)** = == (Aky — Biu)
HAY F Agy — 7= Bky
HAS F Cky V Ay — Cky V 7By,
HAY F Cku V Agy — = —Cky V 7 Bgy,
HAS F Cky V Ay — 7 (Cku V Bku)
HAY F (CV A — CV B)X" = -=(Cky V Agy — Cru V Biy).
Como, por hipétese de inducao, temos HAY + (A — B)X* vem HAY + (CV A —
C Vv B)kv,
B—A = B—>VitAe A— B = dxrA — B Temos
HAS F (B — A)K“ = - (Bgu — Axu)
HAY F Bry — == Aku
HAy F Bry — Ve Ag,
HAY - (A — B)5" = ==(Bgy — Yo-—Ag),

S

R
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onde na segunda implicagdo usdmos x ¢ FV(B) = FV(Bg,). Como, por hipdtese
de inducgdo, temos HAY + (B — A)%% vem HAY + (A — B)X“. Analogamente
verificamos o resultado para A — B = dzA — B.

I, 3, R, e axiomas de =y ¢ S Estes axiomas sao férmulas A sem quantificadores,
logo AK" = == A, e portanto de HAY F A vem HAY F AKX,

IR Por hipétese de indugao, temos HAY = A(0)5* = == A(0) g, = A, (0) €

HAY F [A(x) — A(S2)]"" = —=[A(2) ku — A(ST) ko] = " [Axu(r) — Agu(ST)].

Vem HAB) |— ﬁ—\AKu(l‘) — _‘_‘AKu(SQJ> Por IR vem HAB} ~ [A(x)]Ku = _‘_'AKU(:E)'

2. Seja A :=VaIyBy(z,y) — Y Ve By(z,Y x), onde By, é uma férmula sem
quantificadores. Atendendo a alinea anterior, basta vermos que HAZ + QF-AC+M +
AR Em HAY derivamos

Vz—=3yB(z,y) — IYVz--By(z,Yz) —
V== Vap==3yBy(z,y) — IYVe--By(z,Yz)] —
V- Vap==3yByg(z,y) — IY Vr—=-- Vrp——Bs(z, Y ) —
==V 'Vﬂﬂk_'_'ﬂngq(L Q) — dY V- 'Vl’kﬁﬁBsq(&, Yz)| = AKU7
onde primeira férmula deriva-se em HAY + QF-AC 4+ M. O

Teorema 83 (da caracterizacdo de Ku). Para toda a formula A de PA§, temos
PAS - A « AKv

Demonstracao. Fazemos facilmente a demonstracao por inducao na complexidade
das féormulas. Observemos que o facto de a légica em questao ser cléssica (o teorema
¢ em PAJ, nao HAY) ¢ determinante (para podermos usar LDN). O

Observagao 84. Analogamente a observacao 73, podemos concluir que nas duas
alineas do teorema da correcgao de Ku nao faltam principios (na segunda alinea
convém ter em contra que PAY = M).

Como aplicacao simples do teorema da correcgao de Ku, vamos provar que PA§
¢ conservativo sobre HA; para férmulas sem quantificadores. Este resultado nao re-
sulta simplesmente de LEM valer em HA{ para férmulas sem quantificadores, porque
uma derivacao de uma férmula sem quantificadores em PA§ pode envolver a aplica-
¢ao de LEM a férmulas com quantificadores, e portanto pode nao ser uma derivagao
da férmula sem quantificadores em HAj.

Teorema 85 (da conservacao por Ku). Seja Ay, uma formula sem quantificadores

de PAY. Se PAY F Ay, entao HAG F As,.
Demonstragdo. Pelo teorema da correcgao de Ku temos HA b (Ay)5 % = ——A,,.
Como Ay, nao tem quantificadores, entao LDN vale para Ay, em HAY, logo de HAY

——A,, concluimos HAG F A,,. O
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Nota histérica 86. A primeira traducao negativa parecer ser de Andrey Nikolae-
vich Kolmogorov de 1925. Esta traducao introduz uma dupla negacao antes de cada
subférmula (o que inclui a prépria férmula). No entanto, talvez por o artigo de
Kolmogorov estar escrito em russo, recebeu pouca atencgao.

Em 1933, Godel apresenta em [Godel 1933] uma tradugdo negativa g (numa
linguagem baseada em —, A, V, — e V) definida por (A4)? := A, (onde Ay é uma
férmula atémica), (—mA)9 := —A9, (AANB)9 := A9A\ B9, (AV B)9 := —=(—=A9I A —BY),
(A— B)Y:==(A9N-BY) e (VxA)? := VA9, e demonstra que se (uma versao) da
aritmética de Peano deriva A, entdo (uma versao) da aritmética de Heyting deriva
AS.

Também em 1933, Gentzen e Paul Bernays encontram uma tradugao negativa ¢’
que difere da de Gédel apenas por preservar — (isto é, (A — B)Y := A9 — B9) e
demonstram um teorema da correcgao analogo, mas Gentzen desiste de publicar o
seu artigo ao saber do resultado de Godel.

A traducdo negativa de Kuroda surge em 1951 no artigo [Kuroda 1955] de Sige-
katu Kuroda.

Nota biogréfica 87. Sigekatu Kuroda (1905-1972) foi um matemaético japonés com
interesses em teoria dos nimeros, logica, teoria dos tipos, arquitectura de computa-
dores, estrutura de dados, teoria dos grafos e bioinformatica. Fez os seus estudos na
Universidade Imperial de Téquio. Leccionou nessa universidade, na Universidade de
Ochanomizu em Téquio, na Universidade de Nagoya (tendo sido reitor desta durante
o ano académico de 1953-54) e na Universidade de Maryland.

3.2 Traducao negativa de Krivine

Definicao 88. Para cada férmula A de PA{ baseado em —, V, e V, definimos as
férmulas AX" e Ag,, a primeira delas chamada traducdo negativa de Krivine de A,
relacionadas por AX™ := = Ag,, por inducao na complexidade das férmulas:

1. se A é formula atomica, entao Ag, = —A;
2. (mA)kr = Ag
3. (A V B)Kr = AK’I‘ AN BKra

4. (VZL’A)KT = ElZEAKT.

Se estivermos a encarar AX" e Ay, como férmulas baseadas em —, V e V, entdo o
simbolo — que surge em AX" := = Ay, e nas alineas 1 e 2 é um simbolo primitivo, e os
simbolos A e 3 que surgem respectivamente nas alineas 3 e 4 sao simbolos definidos.
Por exemplo, (A V B)k, := Ak, A Bk, significa (AV B)g, := =(-Ag, V =Bg,).

Se estivermos a encarar AX" e Ag, como baseadas em 1, A, V, —, V e 3 (por
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exemplo, como férmulas de HAY), entao o simbolo = que surge é um simbolo definido
e os simbolos A e 3 que surgem sao primitivos. Por exemplo, (AV B) g, := Ak, A\ Bk,
nao significa (AV B)g, := =(-Ak, V 7 Bg,).

De seguida calculamos a Kr-traducao dos simbolos 16gicos definidos.

Proposicao 89. Temos

1. (A - B)K'f = _‘AKT' A BK'I‘;'

2. (A A\ B)Kr = _‘(_'AKT' A _'BKT>7'
3. (Ell'A)Kr = _ELCL’_\AKT.
Demonstracao. Trata-se apenas de uma questao de contas. Il

Teorema 90 (da correcgao de Kr). Seja A uma formula arbitrdaria de PAy baseado
em =, V eV. Encaremos AX" como sendo uma férmula baseada em L, A, V, —, ¥

e J. Se PAY = A, entio HAY = AX™.

Demonstracao. Fazemos a demonstracao por indugao no comprimento das deriva-
¢oes. Pode ser 1til saber que intuicionisticamente temos

-AV-B — =(AADB),
ANBANC) < (ANB)ANC,
“(AANB) —(=ANANC) -(AA B)
—(BAC) —(3zA A B)

sex & FV(B),

onde as regras significam

HAY - ~(AAB),~(=AAC) = HAYF~(BAC),
HAY - —=(AAB) = HAYF —(3zAAB)se z & FV(B).

AV A Temos
HAY - (mAV A)K" = =(=Ag, A Ak,).

VeA(x) — A(t) Temos

HA = [VaA(z) — AW]"" = =732 Ak, (2) A Ag, (1),

porque A(t)r, = Ak, (t), isto é, Alt/x]k, = Ag.[t/z] (provamos facilmente por
indugao na complexidade das férmulas).

A = BV A Temos

AK’F —
(B\/A)KT = _|(BKT‘/\AKT‘)'

|

|
N
=
Z



Por hipétese de indugdo, temos HAY F AX" donde concluimos facilmente HAY +

(BV AT,
AVA = A Temos

(Av A)ET
AKT

_|(AKT A AKr)v

—Agy.

Por hipétese de indugao, temos HAY = —(Ak, A Ak,). Como HAG F Ak, A Ak, <
Ak, segue-se HAS = —Ag,.

AV (BVC) = (AV B)VC Temos

AV (BVO)' = =[Ag, A (Brr ACky)],
[(AV B) v ™" —[(Agr A Biy) A Crey].

Por hipétese de inducao, temos HAY F —[Ak, A (Bg, A Ck,)]. Como HAY F Ag, A
(BK'I‘ AN CK’!‘) e (AKr A BK’I‘) VAN CKT‘) segue-se HA%J + _\[(AK’V‘ A BKT) AN CKT‘]'

AV B,-AVvV(C = BV(C Temos

(A vV B)KT = _|(AK7‘ A BK'I’)7
(—\A vV B)Kr = _‘(_‘AKr VAN CKT),
(B\/C)KT = _‘(BKT/\CKr)-

Por hipétese de inducao, temos HAS F —(Ag, A Bk,) e HA F (= Ak, A Ck,), logo
pela primeira regra mencionada no inicio da demonstragao vem HAY = —=( By, ACk,).

AV B = YAV B Temos

(A\/B)KT = ﬂ(AKr/\BKr)a
(VJIA V B)KT = _|(E|JIAKT VAN BKT)‘

Por hipdtese de indugdo, temos HAY + —(Ag, A Bk,), logo pela segunda regra
mencionada no inicio da demonstragao vem HAS - =(Jz Ak, A Bi,).

II, ¥ e R Estes axiomas sao equivaléncias A < B onde A e B sao formulas atémicas.
Temos

Provamos HAY I (A « B)X" usando A < B.

T =¢x e St #; 0 Estes axiomas sao férmulas A tais que AX" = =—-A, pelo que
provamos HAy = AX™ recorrendo ao préprio A.

Sx =9 Sy — x =¢gy Temos

(Sx =¢ Sy — = = y)K’” = (=Sx #o Sy AN x F#o y).

Provemos HAY F —(=Sxz #¢ Sy A x #o y). Se =Sx #9 Sy A x #¢ y, entdao = #¢ y,
logo pelo contra-reciproco de Sx =y Sy — = =¢ y vem Sx #( Sy, donde juntamente
com ~Sx #g Sy vem L.
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r=oyNA(r) — A(y) Temos

[z =0y A Alx) = A" = = [~ (=2 =0y A - A(2) A=Ay)].

Provemos HAg  —[-= (=2 =¢ y A =—A(z)) A ~A(y)]. Suponhamos == (=—z =
y A ﬂﬁA(x)) A —=A(y). Usando LDN para férmulas sem quantificadores obtemos
x =¢ y A A(z). Daqui sai A(y), donde juntamente com = A(y) vem L.

IR Temos
A(O)Kr = ﬁ14[(7»(0),

[A(z) = A(S2)]"" = —[~Ag(2) A Agr ()],
A@)E" = Ak, (2).

Por hipétese de indugdo, suponhamos HAj F —Ak,(0) e HAY F —[-Ak-(z) A
Ak, (Sz)]. Provemos que HAf F —Ag,.(z). Por IR é suficiente provar que HA +
—Ag,(z) — Ak, (Sx), 0 que fazemos a partir de HAE F =[- Ak, () AN A, (Sx)]. O

Teorema 91 (da caracterizagao de Kr). Para toda a formula A de PAY baseado
em =, V eV, temos PAY = A « AXT (onde AX™ tanto pode ser encarado como uma
formula de uma linguagem baseada em —, V e ¥ como baseada em L, N\, V, —, ¥V e

J).

Demonstracao. Fazemos facilmente a demonstragao por inducao na complexidade
das férmulas. O

Observagao 92. Analogamente a observagao 73, podemos concluir que no teorema
da correcgao de Kr nao faltam principios.

Nota histérica 93. A traducao negativa de Krivine aparece pela primeira vez no
artigo [Krivine 1990] de Jean-Louis Krivine, no contexto das férmulas escritas apenas
com — eV e do célculo de predicados de segunda ordem. Em [Reus e Streicher 1998]
Thomas Streicher e Bernhard Reus estendem a tradugao negativa de Krivine aos
restantes simbolos logicos.

3.3 Traducao negativa de Krivine modificada

A traducao de Krivine de um conjuncao é
(AN B)E" = [=(=AV -B)|*" = ==(-Ax, A —Bg,),

o que nao ¢é muito simples. Se adoptarmos A como simbolo 16gico primitivo e defi-
nirmos (A A B) g, := Ak, V Bg,, obtemos uma simplificacao. E isso que fazemos de
seguida.
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Definicao 94. Para cada féormula A de PA; baseado em —, A, V, e V, definimos
as formulas AX™ e Ay, | a primeira delas chamada traducdo negativa de Krivine
modificada de A, relacionadas por AX™ := = Ay, | por inducdo na complexidade
das férmulas:

1. se A é férmula atémica, entao Ag,,, = —A;

2. ("A)gy,, = Akr,;

3. (AN B)kr,, := Ak, V Bgr,;
4. (AV B)k,,, = Akr,, N\ By,
5. (V2 A) Ky, = Ak, -

Se estivermos a encarar AX™ e A, como férmulas baseadas em —, A, V eV,
entdo o sfmbolo — que surge em AX™ := = A, e nas alineas 1 e 2 é um sfmbolo
primitivo, e o simbolo 3 que surge na alinea 5 ¢ um simbolo definido. Por exemplo,
(VzA) g, .= JrAk,,, significa (Ve A)k,,, = Ve-Ag,,,.

Se estivermos a encarar AX™ e A, como férmulas baseadas em L, A, V, —, Ve
3 (por exemplo, como férmulas de HA), entao o simbolo — que surge é um simbolo
definido e o simbolo 3 é um simbolo primitivo. Por exemplo, (VzA)g,,, = Ak,

nao significa (Ve A)g,,, := “Ve-Ak,,, .

Uma vez que alteramos a traducao, o teorema da correccao tem de ser revisto.
No entanto, s6 os casos das regras e axiomas afectados pela alteragao é que precisam
de ser verificados.

Teorema 95 (da correcgao de Kr,). Seja A uma formula arbitraria de PA baseado
em -, A\, V eV. Encaremos AX™™ como sendo uma férmula baseada em L, A, V,
—, Ve 3. Se PAY = A, entdo HA F AK™.

Demonstracao. Fazemos a demonstracao por indugao no comprimento das deriva-
¢oes. Todos os casos sao andlogos aos do teorema da correccao de Kr, excepto os
seguintes.

3, IT e R Estes axiomas sao equivaléncias A <+ B onde A e B sao féormulas atémica.
Temos
(A« B)*™ = =[(==AA-B)V (-=B A =A)].

Provamos HAy F =[(=——A A =B) V (-—B A =A)] usando A < B.
r=¢y N A(x) — A(y) Temos

[z =0y A A(z) — A(y)]""™ = =[=(x £oy V —A(x)) A —A(y)].

Provemos HAY = [~(z #0 yV—A(z)) A—A(y)]. Suponhamos —(z #o yV-A(z)) A
—A(y). Intuicionisticamente temos =(—AV —B) <> AA B para férmulas A e B para
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as quais valha LEM. Entao temos [z =¢ y A A(x)] A =A(y). Logo temos —A(y) e por
r=¢y N A(z) — A(y) temos A(y), donde concluimos L.

AANB — A Temos

HA%} F (A ANB — A)Krm = _'[_‘(AKrm V BKrm) A AK’I‘m]‘

AN B — B Analogo ao caso anterior.

A — (B— AN B) Temos

HAB) F [A — (B — AN B)}Krm = _'[_‘AKrm A (ﬁBKrm A (AKrm V BKrm))} ]

Teorema 96 (da caracterizagao de Kr,,). Para toda a formula A de PAy baseado
em =, A, V eV, temos PAY = A — AE™ (onde AK™ tanto pode ser encarado como
uma formula de uma linguagem baseada em —, N, V e ¥ como baseada em L, A\, V,
—, YV ed).

Demonstracao. Fazemos facilmente a demonstragao por inducao na complexidade
das férmulas. O

Observagao 97. Analogamente a observagao 73, podemos concluir que no teorema
da correccao de Kr,, nao faltam principios.
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Capitulo 4

Composicao da interpretacao
funcional de Godel com a traducao
negativa de Kuroda

Vimos nos dois capitulos anteriores que a D-traducao interpreta HAS em HAy
(isto é, o seu teorema da correcgao tem hipétese em HA§ + P para certos principios
P e tese em HAY) e extrai termos (isto é, o seu teorema da correc¢ao da termos t) e
que a Ku-tradugao interpreta PA; em HA{, mas nao extrai termos. Vamos compor
as duas para obter uma interpretacao Ku D de PA§ em HA{ que extrai termos.

PA; —%= HAY —2> HAY

Teorema 98 (da correccao de Ku D). Sejam A é uma férmula arbitrdria de PAY, 1
todas as varidveis livres de A e (AK")P = JxTy(AX)p(z,y). Se PAY + QF-ACH A,
entao existe um uplo de termos fechados t de_HAB", que pode ser calculado a partir
de uma derivagao de A, tal que HAG F Yy (AR")p(tl, y).

Demonstragdo. Pelo teorema da correccao de Ku, temos HAY + QF-AC + M = A%v,
Pelo teorema da correcgao de D, de HAY + QF-AC + M = AX* vem que existe um
uplo de termos fechados ¢ de HAF tal que HAG = Vy(AX")p(tl, y), onde as varidveis
livrtes [ de A sdo também as varidveis livres [ de AX*. Os termos ¢t podem ser
calculados a partir de uma derivacao de AX%, que por sua vez pode ser calculada a
partir de uma derivacao de A. O]

Teorema 99 (da caracterizagao de Ku D). Para toda a formula A de PAy, temos
PAY + QF-AC - A < (AK®)P,

Demonstragdo. Pelo teorema da caracterizacio de Ku temos PAY F A « AK“. Pelo
teorema da caracterizagao de D temos HAY + QF-AC + IP + M = AKY « (AK4)D,
Entdo PAY + QF-AC +IP + M = A « (AX)P. O resultado vem agora de notar que
os principios IP e M sao derivaveis em PA(. Il
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Observagao 100. Analogamente a observagao 73, podemos concluir que no teorema
da correc¢ao de Ku D nao faltam principios.

Teorema 101 (da extraccao de programas por Ku D). Seja Ay (x,y) uma for-
mula sem quantificadores de PAy tal que FV(As) = {z,y}. Se PAj + QF-AC
VadyAs,(z,y), entao existe um termo fechado t de HAY, que pode ser calculado a
partir de uma deriwagdo de Vo3yAs,(z,y), tal que HAG F Vo Ay, (z, tx).

Demonstracao. De PAF + QF-AC = Vz3yA,,(z,y) vem, pelo teorema da correcgao
de Ku,

HAY + QF-AC + M  [VaTdy A, (z, y)]*" = ~-Vo-—Ty A, (z, y).
Usando =—VzB — Vx——B (que vale intuicionisticamente) e M vem
HAS + QF-AC + M = Vz3y Ay (z,y).

Aplicamos agora o teorema da extracgdo de programas por D a VaxdyAy(x,y) e
obtemos o resultado. O

Teorema 102 (da conservagao por Ku D). Seja Ay, uma formula sem quantifica-
dores de PAS. Se PA§ + QF-AC = Vz3yA,,, entao HAG - Vr3yA,,.

Demonstracao. Repetindo os argumentos do teorema da extraccao de programas
por Ku D, obtemos HAS + QF-AC + M I VxdyA,,. Aplicamos agora o teorema da
conservacao por D a Vx3yA,, e obtemos o resultado. Il
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Capitulo 5

Traducao de Shoenfield

5.1 Traducao de Shoenfield

Vimos no capitulo anterior que a D-traducao, que interpreta HAy em HA{, pode
ser combinada com Kr-traducao, que interpreta PAS em HA{, obtendo-se uma in-
terpretacao Ku D de PAY em HA;. Vamos de seguida estudar uma interpretacao
funcional, devida a Shoenfield ([Shoenfield 1967]), que interpreta directamente PA§
em HAj sem fazer um “desvio” como Ku D.

PA; - HAY —2> HAY

S

A tradugao de Shoenfield pode ser motivada da seguinte forma. A cada féormula
A pretendemos associar uma férmula A% = Vo3yAg(z,y) onde Ag ndo tem quanti-
ficadores. No caso de A ser atémica, a forma natural de A% ndo ter quantificadores
é por A% = A (portanto z e y sdo os uplos vazios e Ag = A). Suponhamos que ja
definimos A® = Va Iy As(z, g_) e BS =Va/3y Bg(2',y'). Entdo em PAS + QF-AC
temos

ASV BS — Vr, 23y, [As(z,y) vV Bs(2,y)],
VzAS = Vz z3yAs(z,
A5 o avy-As(z,

<>

onde na primeira equivaléncia usamos prenifixagao e na ultima equivaléncia usamos
o contra-reciproco de QF-AC. Isto sugere a seguinte defini¢ao.

Definigao 103. Para cada férmula A de PAj baseado em —, V, e ¥V (onde como
habitualmente definimos AA B := =(-AV-B), A — B:=-AV B, 3zA = =Vz—-A
e L :=0 =, 50), definimos as férmulas A% e Ag de PAy, a primeira delas chamada
tradugao de Shoenfield de A, por inducao na complexidade das féormulas.
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1. Se A é férmula atémica, entdo A° = VazIdyAs(z,y) := A onde x e y sdo uplos
vazios.

Suponhamos que ja definimos A% = VadyAs(z,y) e BY = Va'3y' Bs(2',y'). Entao:

3. (A\/B>S =V 72/3%&/(14\/3)5(@735_,7%9_/) = v&?iagay_/[AS(£7g) \/BS@_/J/_,)L

4. (VzA)% :

[
<C
VN
|8
L
S
<C
N
=
93]
—
“N
I8
| <
N—
[l
<C
VN
|2
L
|
I
n
I
|

Numa traducao A% = VaIyAg(z,y), supomos que as varidveis z, y sio distintas e
nio ocorrem livres em A. B B

Se estivermos a encarar A% e Ag como férmulas baseadas em —, V e V, entdo o
simbolo — na alinea 2 é um simbolo primitivo, e o simbolo 3 que surge em todas as
alineas é um simbolo definido.

Se estivermos a encarar A% e Ag como baseadas em L, A, V, —, V e 3 (por exemplo,
como férmulas de HAY), entao o simbolo = que surge é um simbolo definido e o
simbolo 3 é um simbolo primitivo.

Observacao 104. Demonstramos facilmente por inducao na complexidade das for-

mulas que Ag nao tem quantificadores e que se A, é uma férmula sem quantifica-
dores de PAY, entdo (Ag)” = Ay,

De seguida calculamos a S-traducao dos simbolos logicos definidos.
Proposigao 105. Se AS =VaIyAs(z,y) e B =Va/Iy Bs(z',y), entio
1. (A - B)S = VK) &lz@a ?Jl [_'AS(ia X&) V BS(L/a y_/)]a

2. (AAB)S = VX, X'3Y, Y/~ [~ As (XYY", Y(XYY")) V-Bs (XYY, Y(XYY))];

Demonstracao. Trata-se apenas de uma questao de contas. A equivaléncia da alinea
3 resulta de LDN valer em HAj para a férmula sem quantificadores Ag (XZLX()_(ZX))
O

Teorema 106 (da correccao de S). Sejam A uma formula arbitrdria de PAY, | todas
varidveis livres de A e AS =Va3yAs(z,y). Se PAY + QF-AC A, entdo existe um
uplo de termos fechado t de PAg,_que pode ser calculado a partir de uma derivacdo
de A, tal que HAY FVxAg(z,tlx).
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Demonstracao. Fazemos a demonstragao por inducao no comprimento das deriva-
¢oes, construindo explicitamente os termos t.

Quando conveniente, vamos denotar por [ 4 as variaveis de FV(A), por lap as
varidveis de F'V(A) U FV(B), por Ly pc as varidveis de FV(A) \ [FV(B)UFV(C)]
e por Lap\(c\pr) as varidveis de [FV(A)UFV(B)]\ [FV(C)\ (FV(D)UFV(E))].
Iremos também usar os indices A, AB, A\ BC e AB\ (C'\ DE) para varidveis
relacionadas com [a, lap, La\Bc € Lap\(c\pE). Por exemplo, se substituirmos [ 4p
por O, entao podemos denotar O por O 4p.

—AV A Temos

(~AV A =Y, '3,y [~ As(z, Ya) v As(el, o).

Os termos

I
>
|lo~ |~

2,

(Ya'),

z

S
< <
|R |H

>

rI=

estao nas condicoes pretendidas.

VzA(z) — A(q) No caso z ¢ FV(A(z)) era desnecessario aplicar VzA(z) — A(g),

pelo que assumimos z € F'V (A(z)) Entao as variaveis de ¢ estao entre as variaveis
livres [ de VzA(z) — A(q). Temos

[V2A(2) = A(@))¥ =YY, 2/3z, 2,y [~ As(z, Yoz, 2) V As(2], ¥, )],

onde usdmos A[g/z]® = A%[q/2] (que provamos por inducdo na complexidade das
férmulas). Os termos

~

tz = A£7X7£‘q7
tg = Al?K?L"x—/’
ty = A, Y, 2 (Yqz'),

estao nas condigoes pretendidas (convém termos em conta que a féormula Ag @, Ya', q)
nao tem quantificadores e portanto LEM vale em HA{ para ela).

A = BV A Temos

A% = Vz3

As(z,y),
(BVA)?Y = va' 3y

3y, y[Bs(2', y') Vv As(z, y)].

Por hipdtese de indugao, existem termos fechados ¢ tais que PAy FVzAs(z, qla
Os termos

|a I@

5
~

|~
@\
|

)\ZAB, ,SL’I.O,
Map, z, 2’ . (qlaz),

I~
|
|

(onde o uplo O tem tipo apropriado) estao nas condigbes pretendidas.
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AVA = A Temos

A = v JyAs(z,y),
(AVA)® = Ve, 23y, ¢ [As(z, y) v As(, ).

I8

Por hipétese de indugao, existem termos fechados ¢, g, tais que

PAS -V, 2 [As(z, g laa’) vV As(2), gy lza’)].
Em particular, pondo 2’ = x vem
PAG FVz[As(z, qylzz) vV As(z, gy lzz)).

Como Ag(z, qy lzx) nao tem quantificadores, entao pelo teorema 56 existem termos
g, cujas varidveis sao exactamente as de F'V/ (As(g, gglgg)), isto é, [, z (porque as
varidveis de FV (Ag(z,y)) sdo as de FV(A) e z,y), tais que

Os termos

estao nas condicoes pretendidas.

AV (BVC) = (AV B)VC Temos

[A\/(BVC)]S = Vlv /Lﬂagay,;y”[AS(Lg)\/(BS(LI7?J/)VCS($_”7ZUN))L
(AVB)VC)® = Va,2',2"3y. v,y [(As(z,y) v Bs(',y)) vV Cs(z”, y")].

PAY bV, 2 2" [As(z, qylza’2") V (Bs(2, qylza’a") v Cs(z”, qyrlza’z"))],

logo estao nas condigoes pretendidas.

AV B,-AVv(C = BVC(C Temos

(Av B)® b
(mAVC) = VY, 2
(BvO) = Vo', 2”3y, y"[Bs(,y') v Cs(2”, y")).

Il
<
I
&\
ES
n
—
I
=
<
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n
—~
.
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PAY F Va,2'[As(z, qylapra’) V Bs(2, qylapza’)], (5.1)
PA; + VY, 2" [-As(rolacY 2" Y (rolacY 2”)) vV Cs(z”, 1y lacY 2")](5.2)
Seja G, = Alap, 2', 2 .(qylapz ') (0 papel de ¢, é por as varidveis [ap, x, 2’ de

¢ylapz 2’ por ordem conveniente).
Para simplificar a notagao, no resto desta alinea onde aparecer

devemos entender, respectivamente,

GyOa\clap\(a\Boy; 4y Oa\sclap\(a\so), rOasclacy(a\so), Ty Oaselac\(a\Bo),

isto é, em qylAB, qy/lAB, rzlac e rynlAc estamos a substituir os [4\ pc (que supomos
serem as primeiras variaveis dos uplos l4p e lac) por O a\pc € a nao alterar as
restantes variaveis desses uplos.

Vejamos que os termos

I
=
oe)
3
=
8
i
<

y/
, J—

: 0Ol
= AMpe, 2, 2" [r,y Ol

I~

Pondo = r,lac(Gylapz’)z” em (5.3) vem

De (5.4) e (5.5) vem

PAG Va2 | Bs (2, gy Lan (relac(dylapa)2")a' ) V Cs (2, 1y Lac(d@yLapa))a") |

donde, tomando [ 4\ pc = O a\Bc, vem
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isto é,
PAG V2!, 2"[Bs(2', ty Ipoa’'x") vV Cs(a”, Ly o’ 2")).

AV B = VYzAV B Temos

(AVB)® = Vz,2'3y,
VzA(z)V B]® = Vz,z, 23y,

Sejam [ as variaveis de FV(AV B) e [’ as variaveis de FV(VzAV B) (logo I' é [
excepto z). Por hip6tese de indugao, existem termos fechados 4y, 4y tais que

PAY =V, 2/ [As(z, g lza’) V Bs(2!, gy lxa’)].
Os termos

!/ /
= )\l_wZaLiU ( gl££7

o~
L
I

q
= N,z z, 2. (gzi&&),

|+

estao nas condigoes pretendidas.

IT, 3, R e axiomas de =y ¢ S Estes axiomas sao férmulas A sem quantificadores,
logo A% = A, pelo que com o uplo vazio de termos verifica-se trivialmente o resultado.

IR Temos

A(2)S = VadyAs(z,y,2)
0)° = VaIyAs(z,y,0),
[A(2) — A(S2)]° = VY, 23z, v/ [~As(z, Yz, 2)V As(',y, S2)).

Sejam [ as varidveis de F'V (A(z)) e I as varidveis de F'V (A(0)) (portanto I’ é [
excepto z). Por hipdtese de indugao, existem termos fechados g e r,, ry tais que

PA; + VzAgs(z,ql'z,0)
PA; + VY, 2! [-As(r.l

Vejamos que os termos

AL [Rz(gU)NY 2. (ry lY)]

estao nas condigoes pretendidas. Vamos demonstrar Vz Ag(x, tlz, z) por indugao
em z. O caso base resulta de (5.6). Vejamos o passo de indugdo. Suponhamos
Vo As(z,tlz, z). Pondo x = r,l(tl)x em Vo Ag(z,tlz,z) e pondo 2’ =z e Y =tl
em (5.7) vem, respectivamente,



livres da hipdtese de mdugao (a unica hipétese aberta), vem VQA; (z,tlz, 2)[Sz/z].

QF-AC Vamos usar uma ideia devida a Fernando Ferreira: em vez de provarmos o
resultado para QF-AC para uplos de variaveis, provamos para o axioma da escolha
para J-formulas e uma s6 variavel. Consideremos os axiomas

ACs,,: VadyA(z,y) — IYVzA(z,Yz),
ACay: VadyA(z,y) — IYVeA(z, Ya),

onde A é uma J-férmula, isto é, é da forma Iz B,,, sendo B,, uma férmula sem
quantificadores e z um uplo de variaveis eventualmente vazio. E facil verificar (por
indugao no nimero de varidveis de y) que a partir de AC3, , derivamos AC5, ,. Por
sua vez, a partir de AC5,,, derivamos QF-AC (basta notar que uma férmula sem
quantificadores é um caso particular de uma 3-formula). Assim, ¢ suficiente provar
o resultado para AC5,,. (Como curiosidade, notemos que as implicagdes reciprocas
valem.) Temos

Vz3yA(z,y) — YV A(z,Ye)® =VY, 2, X'32,Y", Z/
[—=== - oBy(z, Yz, Zz) V = =By (XY Z,Y(X'Y'Z'), Z/(X'Y' Z'))],

onde nos dois —---—= o nimero de negacoes ¢ o dobro do niimero n de variaveis do
uplo z (portanto, em ————=---— hd 2n + 3 negagdes ¢ em ———---—= hd 2n + 2
negagoes). Os termos

t, = MY, Z, X' (X'YZ),
lyr = )‘LY?ZaX/ 'Y7
EZ’ = >\L7Y7Z7X/ ‘Z?

estao nas condigoes pretendidas (convém termos em conta que a férmula
== 2By (XY Z,Y(X'Y Z), Z(X'Y Z))
nao tem quantificadores e portanto LEM vale em HA{ para ela). O

Teorema 107 (da caracterizagao de S). Para toda a formula A de PAy, temos
PAY + QF-AC - A « A%,

Demonstracao. Fazemos a demonstracao por indugao na complexidade das féormulas.

Férmulas atémicas Neste caso temos A = A%, pelo que o resultado é trivial.

—A Temos

T

=
193]
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<C

<

L
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|

.
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Por hipétese de inducio, temos PAY + QF-AC - A « A®. Entdo

PAY + QF-ACF -A « —A°
e VzdyAs(z,y)

— —3YVzAg(z,Yz)
— (RA)°.

AV B Temos

A = VzIyAg(z, v),
B® = V'3 Bs(2,y),
(Av B)® = Vaz,2'3y, Y [As(z,y) Vv Bs(z,y')].

Por hipétese de inducao, temos PAy +QF-AC - A « A% e PAY + QF-AC - B « B*.
Entao

PAY + QF-ACH AV B « A°v B®

« (AV B)*,

onde na segunda equivaléncia usamos as regras de prenifixacao.

VzA Temos

AS = VgHyAS(%Q)a
(vzA)¥ = Vza3yAs(z,y).

Notemos que (VzA)° = VzAS. Por hipétese de inducio, temos PAY + QF-AC - A «
A5, logo PAY + QF-AC F VzA « (V2A)S. O

Observagao 108. Analogamente a observagao 73, podemos concluir que no teorema
da correccao de S nao faltam principios.

Teorema 109 (da extracgao de programas por S). Seja As,(z,y) é uma formula sem
quantificadores de PAY tal que FV (As,) = {x,y}. Se PAy +QF-AC F Va3dyAy,(x,y),
entao existe um termo fechado t de HAS, que pode ser calculado a partir de uma
derivagdo de Vr3yAs,(z,y), tal que HAG = Vr Ay (z, tx).

Demonstragio. Temos [VxIyAy,(z,y)]® = VaIy——A4(z,y). Pelo teorema da cor-
reccao de S, existe um termo fechado t tal que HAy F Vx——A,(z,tz). Como
Ay (x, tr) ndo tem quantificadores, usando LDN obtemos o resultado. ]

Teorema 110 (da conservacao por S). Seja Ay, € uma formula sem quantificadores

de PAY. Se PAY + QF-AC - Vz3y Ay, entao HAG = VaIyA,,.

Demonstragcao. Repetindo os argumentos do teorema da extraccao de programas
por S, obtemos HAy F VzAg(x,tlz), onde [ sdo as variaveis de F'V(Va3yAs,).
Daqui sai facilmente o resultado. Il
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Nota histérica 111. A tradugao de Shoenfield surge pela primeira vez no livro
[Shoenfield 1967], secgao 8.3, de Shoenfield. O objectivo de Shoenfield foi reduzir
consisténcia de PA (ndo exactamente a nossa PAJ) a consisténcia da teoria T de
Godel. Godel ja o tinha feito em dois passos: (i) reduzindo a consisténcia de PA a
de HA (nao exactamente a nossa HAy') via uma tradugao negativa e (ii) reduzindo a
consisténcia de HA a T via a D-traducao. Shoenfield, com a sua tradugao, obtém a
mesma redugao num Unico passo.

Na verdade, Shoenfield apresenta a teoria T de Gédel nao como uma teoria,
mas como «uma linguagem Y para discutir funcionais». Por exemplo, nao lhe da
um sistema de deducao formal. Em vez disso, a medida que vai introduzindo a
sintaxe, vai também explicando a interpretacao a dar aos simbolos (por exemplo,
«A constante 0 designa o numero natural zero e a constante S designa a funcao
sucessor.» ), e terminada a exposi¢ao da sintaxe afirma:

«Uma vez que explicamos o significado de todos os simbolos de Y, sera
claro o que significa dizer que uma férmula de Y é verdadeira para cer-
tos valores das suas varidaveis. Usamos -y A para significar que A é
verdadeira para todos os valores das suas varidveis |...].»

O resultado principal de Shoenfield é o teorema da correccao de S: se PA - A e
A% =VaIyAp(z,y), entdo existem termos ¢ (ndo necessariamente fechados) tais
que Fy A(é, t). A partir daqui a demonstracio da consisténcia de PA é ficil: se
PAF 0 # 0, entdao Fy 0 # 0, o que é falso.

Nota biogréafica 112. Joseph R. Shoenfield (1927-2000) foi um matemético e légico
que deu contributos relevantes para a légica e era reconhecido como um grande
expositor dessa drea (é famoso o seu [Shoenfield 1967]). A sua principal érea de
investigacao era a teoria da recursao, mas deu também contributos importantes a
teoria dos conjuntos.

Shoenfield doutorou-se pela Universidade do Michigan (EUA) em 1953 com uma
tese intitulada Models of Formal Systems. Ensinou no Departamento de Matema-
tica da Universidade de Duke (no estado da Carolina do Norte, EUA) desde 1952
até reformar-se em 1992. Foi presidente da Associagao para a Loégica Simbdlica
(Association for Symbolic Logic, ASL) entre 1972 e 1976, tendo por meio de uma
forte lideranca contribuido para a sobrevivéncia da associagdo num momento em
que sofria cortes de financiamento.

A matematica nao era o tnico talento de Shoenfield. Era também um jogador
feroz de xadrez e bridge e cozinhava excelentes refeicoes que servia aos seus amigos
e colegas.

Em 2007 a ASL institui dois Prémios Shoenfield, a atribuir a cada trés anos a
um livro e a um artigo de excepcionais méritos em logica.
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5.2 Primeira traducao de Shoenfield modificada

A S-traducao de A A B, calculada na alinea 2 da proposicao 105, é bastante
complicada. Seria uma simplificagdo bem-vinda podemos definir (A A B)® de forma
andloga a (A V B)%:

Definicao 113. Para cada férmula A de PA{ baseado em —, V, A e V, definimos
as féormulas A% e Ag, , a primeira delas chamada primeira traducio de Shoenfield
modificada de A, por inducao na complexidade das férmulas.

1. Se A é férmula atémica, entdo A% = VrdyAs, (z,y) = Aonde z e y sao
uplos vazios.

Suponhamos que ja definimos A" =VzIyAg, (z,y) e B =Vz'3y B, (2, ).
Entao:

2. (ﬂA)S = VXHE(_‘A)SM (X, &) = VZE@ﬂAS
3. (AVB)®m :=Vz,23y,y(AV B)s,, (.2, y,y) = Va,23y,y/[As,, (@,y)V Bs,, (. y)];
4. (A/\B)S = VZL' I'/EIy Y (A/\B) ('T £ > Y /) = vxrr_/ 7y_/[ASm<£7g)/\BSm (x—/7y_/)]7

5. (VzA)%m .= Vz, 2y (V2A)s,,(2,2,y) :=Vz, 23y As, (2,y).

Numa traducao A% =VxIyAs, (x,y), supomos que as variaveis z, y sdo distintas
e nao ocorrem livres em A. B B

Se estivermos a encarar A% e Ag como férmulas baseadas em =, V, A e V, entao
o simbolo — na alinea 2 é um simbolo primitivo, e o simbolo 3 que surge em todas
as alineas é um simbolo definido.

Se estivermos a encarar A% e Ag como baseadas em L, A, V, —, V e 3 (por
exemplo, como férmulas de HAY ), entao o simbolo = que surge é um simbolo definido
e o simbolo 3 é um simbolo primitivo.

Observacao 114. Demonstramos facilmente por inducao na complexidade das for-
mulas que Ag,, nao tem quantificadores e que se Ay, ¢ uma férmula sem quantifica-

dores de PAY, entdo (A,,) ™ = A,

Teorema 115 (da correccao de S,,). Sejam A uma formula arbitrdria de PAy, [
todas as varidveis livres de A e A5 =VaIyAg, (z,y). Se PAY + QF-ACF A, entdo
existe um uplo de termos fechados t de PA‘{)’_, que pode ser calculado a partir de uma
derivagao de A, tal que HAY FVzAg, (z,tlzx).
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Demonstracao. Fazemos a demonstragao por inducao no comprimento das deriva-
¢oes, construindo explicitamente os termos t. Todos os casos sao analogos aos do
teorema da correcgao de S, excepto os seguintes.

AANB — A Temos

Os termos
zg = A£7X7K7_” I_”7
ty = MY, Y' 2" O,
t " = /\Z,Y,Y/,ZE_”(X[L'_//Q),

(onde o uplo O tem tipo apropriado) estao nas condigoes pretendidas (convém termos
em conta que a férmula Ag, (2", Y2"O) nao tem quantificadores, pelo que LEM vale
em HAj para ela).

ANB — A Este caso é andlogo ao caso anterior.

A — (B— AN B) Temos

[A— (B— AAB)" =VY,Y' 2" 2”3z, 2y y"

[~As, (2. Ya) v (~Bs, (2. Y12) V (A5, (2 4") A Bs, (27 47)) ).

Os termos
t& = )\£7Xazax_//7ﬂ'x_ﬁa
tL’ = )\L}X’z’x_//’ﬂ.x_/"?
tL” == )\L,X,K,SC_”, x/// (YSC”),
tﬂ = )\L Xu za x_llv x/// (Y/ x///),

estao nas condigdes pretendidas (convém ter em conta que as férmulas Ag, (2", Yz")
e Bg,, (2", Y's") nao tém quantificadores, pelo que LEM vale em HAY para elas). [

Teorema 116 (da caracterizagao de S,,). Para toda a formula A de PAy, temos
PAY + QF-ACH A « ASm,

Demonstracao. Fazemos a demonstracao por inducao na complexidade das féormulas.
Basta estender a demonstracao do teorema da caracterizagao de S ao caso AA B, o
que fazemos analogamente ao caso AV B. O

Observagao 117. Analogamente a observagao 73, podemos concluir que no teorema
da correccao de S, nao faltam principios.
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5.3 Segunda traducao de Shoenfield modificada

No préximo capitulo iremos ver que a S-traducao factoriza-se por meio da D-
-traducdo e da Kr-tradugdo, isto é, HAY + QF-AC F (AX")P « A% onde A é uma
formula de uma linguagem baseada em —, V e V. Também nesse capitulo vamos
tentar estender esse resultado a uma linguagem baseada em —, A, V e V. Para tal
extensao valer, em particular devemos ter (AA B)Smm « [(AA B)E™]P onde S, é
uma extensao de S a linguagem baseada em —, A, V e V. Mas o membro direito desta
equivaléncia vai conter a D-tradugao de uma disjungao (porque Kr, transforma A
em V). Assim, parece que (A A B)®»m tem de ter algo a ver com a D-tradugao de
uma disjuncao. Isto motiva definirmos

(A A B)Smm = VZOJ Z, L,E]yv y_,[(z =0 0— ASmm (@7 g)) A (Z 7é0 0— BSmm(L,7 y_,>)]7

onde A°m =VzIyAs, (z,y) e BS»m =Va'3y' By, . (2, y').

Definicao 118. Para cada férmula A de PAj baseado em —, V, A e V, definimos as
formulas ASmm e Ag . a primeira delas chamada sequnda traducdo de Shoenfield
modificada, por inducao na complexidade das féormulas.

1. Se A é férmula atémica, entdao A5 :=VzIyAs,  (z,y) = Aonde z e y sao
uplos vazios.

Suponhamos que jd definimos A% = Va3yAs, . (z,y) ¢ BS™ =Va2'3y Bs,,,. (2, ).
Entao:

2. (mA)Smm = VY Az (=A)g,, (Y, z) :=VYIz-As, (z,Yx);

3. (AV B)Smm .= Vg
\V/@, J:_’Elg, y_/[ASmm<

, '3y, y' (AV B)s,,. (2,2, y,y) :=
z,y)

B, (2, y')];

4. (AAB)Smm ="z, 23y, y (AN B)s,,. (2,2, 2,y y) =
\V/Z y Ly £E|Q7 y_[(z =0 0— ASmm(E, g)) (Z 7é0 0— BSmm(glv y_/))}7

5. (VzA)Smm :=Vz, 23y (VzA)s,,,. (2,2, y) = Vz, 23y A, (2, ).

=
Y

Numa traducio A5 = VaIyAs (z,y), supomos que as varidveis z,y sao distintas
e ndo ocorrem livres em A. - a

Se estivermos a encarar A5 e Ag  como férmulas baseadas em =, V, A e V, entao
o simbolo — na alinea 2 é um simbolo primitivo e os simbolos — que surge na alinea
4 e 3 que surge em todas as alineas sao um simbolos definidos.

Se estivermos a encarar A"m e Ag ~ como baseadas em L, A, V, —, ¥V e 3 (por
exemplo, como férmulas de HAY), entao o simbolo — que surge é um simbolo definido
e os simbolos 3 e — sao simbolos primitivos.
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Observagao 119. Demonstramos facilmente por indugao na complexidade das for-
mulas que Ag,,, nao tem quantificadores e que se A, ¢ uma férmula sem quantifi-
cadores, e sem conjungoes, de PAY | entdo (A,) ™ = A,,.

Teorema 120 (da correcgao de Spm). Sejam A uma formula arbitrdria de PAY, 1
todas as varidveis livres de A e A% =VaIyAs (z,y). Se PAy + QF-AC I A,
entao existe um uplo de termos fechados t de_PA(“)’, que pode ser calculado a partir
de uma deriagao de A, tal que HAY FVzAg,  (x,tlz).

Demonstracao. Fazemos a demonstragao por inducao no comprimento das deriva-
¢oes, construindo explicitamente os termos t. Todos os casos sao analogos aos do
teorema da correccao de S, excepto os seguintes.

IT, ¥ e R Estes axiomas sao equivaléncias A <~ B onde A e B sao férmulas atémicas.
Temos

(A B)¥mm =V2"[(2 =0 0 — (mAV B)) A (2 #0 0 — (=B V A))].

Como A e B sao formulas sem quantificadores, entao LEM vale para elas, logo
(usando A <« B) HA§ F -AV B e HAY + =B Vv A, donde facilmente provamos
HAY = [(mAV B) A (=B V A)]Smm.

r =9y A A(z) — A(y) Temos

[ =0 y A A(z) — A(y)]" =
32° [—| ((z =00 =z =gy) A (2% 0— A(x))) v A(y)]
Como A(z) é uma férmula sem quantificadores, entao pelo lema 54 existe um termo
taw) tal que FV (taw)) = FV(A(x)) e HAY F ta@m) =0 0 < A(x). Vejamos que o

termo ¢ := Al .ta(y), onde [ sao as variaveis livres de FV(.r =0y N A(z) — A(y)),
estd nas condigoes pretendidas, isto é, é fechado (6bvio) e verifica

HAG F = [(tL =0 0 — 2 =g y) A (tL #0 0 — A(2))] V A(y).
o que com este termo equivale a

HAY F ﬁ\[(A(m) — T = y) A (ﬂA(x) — A(ZL‘))} VA(y). (5.8)

:B

Como A(z) e A(y) sao férmulas sem quantificadores, entdao LEM vale para A(x) e
A(y). Se tivermos A(y), entdo temos (5.8). Suponhamos agora que temos —A(y) e
provemos —B. Suponhamos B. Se tivermos A(z), entdo por B vem x =; y, logo
temos A(y) e portanto L. Se tivermos —A(z), entao por B temos A(x) e portanto
1.

T =g x e axiomas de S Estes axiomas sao férmulas que coincidem com as suas Sy~
-traducoes, pelo que o uplo vazio de termos verifica trivialmente o resultado.
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ANB — A Temos
(AANB — A5 =VY V' "3 2,2,y
H(z =00 — As,,,.(z,Yzza")) A (2 #0 0 — Bs,,, (2, Zzzﬁ))) vV As,,,, (2", y_>]

Os termos
t. = AN, Y, Y' 2".0°%
te = ALY, Y 2" 2"
tg’ = A£7X7z7x_//'Q7
Z_f "= Aéazazax_//' (XOO.CU_”Q),

(onde o uplo O tem tipo apropriado) estao nas condigoes pretendidas (convém ter
em conta que a férmula Ag, (2", Y 0%°%2”O) nao tem quantificadores, pelo que LEM
vale em HA{ para ela).

AN B — A Este caso é andlogo ao caso anterior.

A — (B — AN B) Temos

A= (B— ANB)S =VY, Y, 02" " 3e.2 o', y" [ﬂAsmm@, Y z)v

(B () V (5 =00 = A (2 0) A 00 = B (6% 0) ) |

Os termos

te, = A, Y, Y 202" o 2,
ty = ALY, Y 2% 2" 2" 2,
ty// = >\L7X7L/7207x_//7$_m'<z—”7
ty/// = )\L,X,K,ZO,ZE_//,JT_W.(KI),

estao nas condigoes pretendidas (convém ter em conta que as formulas Ag, (2", Ya")
e Bg,,. (", Y'2"") ndo tém quantificadores, pelo que LEM vale em HA{ para elas). [

Teorema 121 (da caracterizacao de Sy,m). Para toda a formula A de PAY, temos

PAY + QF-AC - A > ASmm

Demonstracao. Fazemos a demonstracao por inducao na complexidade das féormulas.
Basta estender a demonstracao do teorema da caracterizacao de S ao caso A A B.
Digamos que A% =Vz3IyAs,,. (z,y) e BS =Va'3y Bg,,,. (2, y'). Temos

PAY + QF-ACH (AA B)®m s V2°[(z =0 0 — VaIyAs,,.(z,y)) A

(2 #0 0 — V'3 As,,.. (2, y))]

V22 (2 =0 0 — A% A (2 #9 0 — B*m)]
V22 (z =9 0 — A) A (2 #0 0 — B)]

AN B,

11
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onde na primeira equivaléncia usamos as regras de prenifixacao e na segunda equiva-
léncia usamos as hipéteses de inducao PAY + QF-AC F A « AS»m e PAY + QF-AC
B < B%mm, O

Observagao 122. Analogamente a observacao 73, podemos concluir que no teorema
da correcgao de S,,,, nao faltam principios.

5.4 Equivaléncia entre as traducoes de Shoenfield

Dos teoremas da caracterizacao de S, S,, € S, resulta trivialmente
PAY + QF-AC - A% <5 ASm s ASmm.

Vamos ver que usando a Ku-traducao para passar a uma teoria intuicionista, con-
seguimos um resultado melhor.

Proposicao 123. Para toda a formula A de PA; baseado em —, A, V eV, temos
HAY + QF-AC + M = A% s A% s ASmm

onde ao calcularmos A° encaramos A como simbolo definido.

Demonstracao. Sejam s e s’ quaisquer duas das traducoes S, S,, e S,m. Pelos
teoremas da caracterizacao de s e ', temos PA; + QF-AC - A° « A" Digamos que
A® =VrIyAy(z,y) e A =V’ Ag(2',y), onde . = ,... 2y ez’ =2,... 2
Daqui, pelo teorema da correccao de Ku, vem

HAY + QF-AC + M I (A® « A¥)Kv =

=V = Va, =3y Az, y) < VoV, -3y Ay (2, )] (5.9)
;(A:)Ku E(A?)Ku

Como intuicionisticamente temos —=—(B A C) <> ==B A =-=C e =-—=(B — () <
(-=B — =), entdo também temos —-—(B « C) < (—-—B < ——(C). Portanto,
de (5.9) vem

HAS + QF-AC + M b ==(A%) ey > ==(A% ) ey (5.10)

~~

=(As)Ku =(As")Ku

Vejamos HAY + M = (A%)Kv « A%, Para derivarmos a implicagao da esquerda
para a direita usamos =—VzB — Vz——B (que vale intuicionisticamente) para pas-
sarmos todas as duplas negacoes de (A°%)5% = =V~ .-V, ~—~IyA,(z,y) para
antes de Jy, obtendo Yx——--- -3y A,(z, y), e depois usamos M para eliminar as
duplas negacoes, obtendo VgEIyAS(g_, y) = As.

Para derivarmos a implicacio da direita para esquerda usamos B — ——B (que vale
intuicionisticamente) para introduzir duplas negacoes em (A%)K* = Va JyAs(z,y),
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obtendo ~—Vx;—— - - Va,,~—3y A,(z, y) = (A%)K"
Analogamente provamos HAS + M = (A%)Kv AS

A partir de HAY + M F (455" — A5, HAY + M F (A)5* — A% e (5.10)
concluimos HAY 4+ QF-AC + M I= A% « A*". O
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Capitulo 6

Factorizacao da traducao de
Shoenfield

6.1 Factorizacao da tradugao de Shoenfield

A interpretagao funcional de Gédel D interpreta HAG em HAj. Quando composta
com uma traducao negativa N, que interprete PA; em HA{, passa a interpretar
PA; em HAy. Também a tradugao de Shoenfield S interpreta PA; em HAy, mas
directamente, isto é, sem a ajuda de uma traducao negativa.

PA; —~ HAY —2= HAY
\_—/

S

Estes factos levantam naturalmente uma questao: teremos (AN)P < A para al-
guma tradugao negativa N7 Iremos de seguida dar uma resposta afirmativa com
N = Kr.

Teorema 124 (factorizagao de S). Para toda a formula A de PAy baseado em —,
V eV, temos HAY + QF-AC  (AK")D « AS| onde encaramos AX" e Ay, como
formulas de uma linguagem baseada em 1, A\, V, —, V e 3.

Demonstracao.

1. Comegamos por demonstrar HAy = (Ag,)p(z, y) < =Ag(z, y) por indugdo na
complexidade das férmulas.

Férmulas atémicas Neste caso temos (Ag,)p = ~A = —Ag, pelo que o resultado é
obvio.
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HAS F [(mA) k(Y. 2) = (-Ax)p(Y, z)
= ﬂ(AKr)D(L ZE)
< —mAg(z, Ya)
AV B Por hipétese de indugao, temos HAG = (Ag,)p(z,y) < =As(z,y) e HAG =

(Br)p(2',y') < —Bs(2/, y'), logo
HAG F[(AV B)wilp(z, 2,y ') = (Akr A Brr)p(z, 2.y, y')
= (Axr)p(z,y) A (Bgr)p( '
< =Ags(z,y) A—Bs(2, y)
e =[As(z,y) VvV Bs(2,y')]
= —(AsV Bg)s(z,2',y,y).

VzA Por hipétese de indugao, temos HAG = (Ag,)p(z,y) < ~As(z, y), logo

HAG F [(Y2A)kip(2,2,y) = (324 )p(2 2,y)
= (Ax:)p(z,y)
A ﬁAS(Lg)
= (VzA)s(z, 2,y)

2. Da alinea 1 sai HAY = (A7) p(Y, z) < Ag(z,Y z) da seguinte forma: atendendo
a que Ag(z,Y z) ndo tem quantificadores (logo vale LDN para Ag(z,Y z) em HAY)
vem

HAS H (A")p(Y,z) = (Ak)p(Y,z)
= _‘(AKr)D(LXE)
— ——Ag(z,Yz)
A AS(&aX&)

3. Usando a alinea 2, temos
HAY 4+ QF-AC - (AX")P = 3y Vaz(AX")p(Y, z)

— IYVrAg(z,Yz)
— VazIyAs(z,y)

= A% O

Nota histérica 125. A primeira referéncia (sem detalhes) a factorizacao da tradu-
¢ao de Shoenfield aparece em 2002 no artigo [Hyland 2002] de Martin Hyland. Pelo
menos em 2006 o mesmo resultado ja tinha sido redescoberto por Jeremy Avigad
em [Avigad 2006] (com detalhes) e por Ulrich Kohlenbach e Thomas Streicher em
[Kohlenbach e Streicher 2007] (igualmente com detalhes).
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6.2 Factorizacao da segunda traducao de Shoen-
field modificada

Vamos agora demonstrar para a S,,,-traducao um teorema de factorizagao ana-
logo ao da S-traducao. Desta vez a traducao negativa que ocorre na factorizagao
nao é a Kr-tradugao mas a Kr,,-traducao.

Teorema 126 (factorizacao de Sym). Para toda a formula A de PAS baseado em —,
A, V eV, temos HAY + QF-AC = (AB™)P s ASmm  onde encaramos AX™ e Ag,,.
como formulas de uma linguagem baseada em 1, N\, V, —, V e 3.

Demonstracao. Basta estendermos a alinea 1 da demonstracao da proposicao 124
ao caso A A B. Por hipétese de inducao, temos

HAG F (Akr,)p(z,
HAL(;) = (BKrm)D(Lla

logo em HA{ derivamos

[Z =0 0 - (AKrm)D(la g
[z =00 — =4s,,,.(z,

Y
=[(z=0 0 A Ag,,,.(z,y)
—|[(z =y 00— Asmm(g,g)) A\ (Z 7é0 0— BSmm(ﬂa Yy

3
1 11

~
'~ ~— ~~—

onde nas equivaléncias podemos usar logica classica pelo teorema da conservagao
por Ku e porque as formulas envolvidas nao tém quantificadores. O]

6.3 Factorizacao da primeira traducao de Shoen-
field modificada

Parece-nos dificil demonstrar directamente (como feito para as S e Sy,,) que Sy,
factoriza-se. Isto acontece porque a demonstracao factorizacao de S e S, usa de
forma fundamental uma relagao sintdctica entre (Ag,)p(z,y) e As(z,y) e entre
(Agkr, )p(2,y') e Ag,,,. (2, y'): as varidveis z,y do primeiro par de férmulas sio as
mesmas e as variaveis 27,y do segundo par de férmulas sio as mesmas. J4 Ag, (z”,9")
nao partilha esta relacio com (Ag,)p(z, y) nem com (Ag,,,)p(2,y’). B

1. No primeiro caso isso acontece porque a S,,-traduc¢ao da conjun¢ao nao sobe
os tipos das varidveis (isto é, os tipos das varidveis u,v de Bg, (u,v) e v/, v de
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Cs, (v, v') sdo os mesmos das variaveis u, v, v,v" de (BAC)g, (u, v, v,0"))
enquanto a Kr D-tradugdo sobe os tipos (para calcularmos a Kr-traducao de
B A C temos de interpretar esta conjungao como —(—B V =('), pelo que ao
calcularmos [(A A B)g,]p a D-tradugao faz subir os tipos devido as negagoes

em —(=B V =C)).

2. No segundo caso isso acontece porque a S,,-traducao da conjuncao nao intro-
duz novas varidveis, enquanto a Kr,, D-traducao introduz (Kr,, transforma a
conjun¢ao numa disjuncao e D introduz uma nova variavel devido a disjunc¢ao).

Por isso vamos seguir outro caminho: mostramos que a factorizacao de S,,, reduz-

-se a factorizagao de S e também a de S,,,. No entanto, essa reducao vai exigir
M.

Teorema 127 (factorizacao de S,,). Para toda a formula A de PA§ baseado em
-, A, VeV, temos HAY + QF-AC + M + (AK")D s ASm s (AE™)P " onde ao
calcularmos AX™ encaramos N\ como simbolo definido e encaramos AX", Ag,, AK™
e Ak, como formulas de uma linguagem baseada em L, N\, V, —, V e 3.

Demonstracao. Resulta dos teoremas da factorizagao para S e S,,,, e da proposicao
123. O
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Parte 11

Interpretacoes funcionais limitadas
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Capitulo 7

Aritméticas de Heyting e de
Peano com majoracao intensional

7.1 Majoracao

Procuramos definir um simbolo <, que represente dentro de HAj a relagao de
ordem usual <y entre ntmeros naturais. Temos

m<yn <& m=n=y0 & HAjFm-+n =0,
0 que sugere a seguinte definicao.

Definicao 128. Definimos © <y y := z -~y =¢ 0, onde x e y sao variaveis de tipo 0.

Teremos de fazer algumas demonstracoes, por dupla indugao, de férmulas A(z°, 4°)
nas quais ocorre x — 3. No passo de inducao temos de derivar A(z,y) — A(Sz, Sy),
onde no antecedente ocorre x -~ y e no consequente ocorre Sx - Sy. O préximo lema
estabelece uma relacao bastante 1til entre estas férmulas, que facilita as demonstra-
¢oes por dupla indugao.

Lema 129. Temos HAS = Sz =~ Sy =¢ x - y.

Demonstracao. Temos HAY + Sz~ Sy =q pd(Sz ~y) =¢ = ~y, onde na primeira
igualdade usdmos o lema 52 e na segunda igualdade usamos o lema 53. [

O préximo objectivo é provar que a relagao <, ¢é relagao de equivaléncia. A
principal dificuldade estd na transitividade, que demonstramos em dois passos: (i)
primeiro provamos HAY F = <o Sy < = <y y Vo =¢ Sy (por dupla indugao) e
(ii) depois provamos HAG = <o y Ay <o z — & <y z (por inducdo em z). As
demonstragoes sao simples mas fastidiosas.

Lema 130. Temos
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1. HAY 0 <
2. HAS F Sz <o Sy — z <o y;
HAY b2 <0 0 > 2 = 0;

HAG F 2 =0y — 2 <o y;

HAG 2 <o Sy« x <oy Var=ySy.

Demonstracao.

1. Provamos esta alinea por inducao em x. O caso base é facil: temos 0 <y 0, logo
HA; F 0 <y 0. Vejamos o passo de indugao. Pelo lema 52, temos HAS = 0~ Sz =
pd(0~2x) =¢ pd0 =( 0, onde 0~ Sz =5 0 = 0 <y Sz e na segunda igualdade usdmos
a hipotese de indugao 0 <gx =0+~ 2 = 0.

2. Esta alinea resulta do lema 129.

3. Provamos por indugdo em z. O caso base ¢ ébvio (basta notar que HAY F 0 <, 0
porque 0 <y 0 e que HA§ F 0 = 0). No passo de indugao notamos que o membro
esquerdo Sz <; 0 da equivaléncia é Sx -~ 0 =g 0, onde pelo lema 52 temos Sz -~ 0 =
Sz, pelo que é equivalente ao membro direito Sx =g 0 da equivaléncia.

4. Seja A(z,y) a féormula do enunciado. Vamos provar A(z,y) por dupla indugao
(ver lema 49).

HAY F A(z,0) Suponhamos o antecedente x = 0 de A(z,0). Pela alinea 3, temos o
consequente de x <, 0 de A(z,0).

HAY F A(0,y) Basta notar que o consequente 0 <y y de A(0,y) é derivavel em HAy
pela alinea 1.

HAY F A(z,y) — A(Sz,Sy) Suponhamos A(z,y) e o antecedente Sz =y Sy de
A(Sz,Sy). Por um axioma de S vem x =¢ y, donde por A(x,y) vem x <y y. Daqui,
pela alinea 2, vem o consequente Sz <, Sy de A(Sz, Sy).

5. Seja A(z,y) a férmula do enunciado. Vamos provar A(z,y) por dupla indugao.

HAY F A(0,y) Pela alinea 1 ambos os membros de A(0,y) sao derivdveis em HAY,
logo HAY F A(0,y).

HAY F A(z,0) Provamos A(z,0) por indugao em z. O caso base é uma caso par-
ticular de A(0,y). Vejamos o passo de indugdo. Suponhamos A(x,0). Queremos
provar

A(Sz,0) = Sz <p S0 > Sz <o 0V Sx = S0.

Vejamos a implicacao da esquerda para a direita. Suponhamos Sz <; S0. Pela
alinea 2 vem x <g 0. Pela alinea 3 vem x =g 0, logo Sz =¢ S0.

Vejamos a implicacao da direita para a esquerda. Se for Sz <; 0, entao pela alinea
3 vem Sz =( 0, logo pelo axioma Sz #¢ 0 vem L, e portanto temos Sz <y S0. Se
for Sz = S0, entao pela alinea 4 vem Sz <, SO0.
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HAY F A(z,y) — A(Sz, Sy) Suponhamos A(x,y). Queremos provar

A(Sx,Sy) = Sz <o S(Sy) « Sz <o Sy V Sz = S(Sy).

Vejamos a implicagdo da esquerda para a direita. Suponhamos Sz <, S(Sy). Pela
alinea 2 vem = <o Sy. Por A(z,y) vem z <,y V x =7 Sy. Novamente pela alinea 2
vem Sz <o Sy V Sx =¢ S(Sy).

Vejamos a implicacao da direita para a esquerda. Se for Sz <, Sy, entao pela alinea
2vem x <g y. Por A(z,y) vem x <, Sy. Novamente pela alinea 2 vem Sz <y S(Sy).
Se for Sz =¢ S(Sy), entdo pela alinea 4 vem Sz <, S(Sy). O

Teorema 131 (<, é relagao de equivaléncia). Temos

1. HAS F o <o z;
2. HA Fz <oy ANy <px — 2 =0Yy;

3 HAfFx <oyAhy<pz—x <) 2.

Demonstracao.

1. Provamos por indugao em x. O caso base é ¢bvio (basta notar que HAy 0 <, 0
porque 0 <y 0). Para o passo de inducdo, supomos = <y x e concluimos Sz <, Sz
pelo lema 130.

2. Suponhamos = <gy ey <g x,isto é, t~y =9 0 e y~x =9 0. Pelo lema 52
temos 0+ 0 = 0, logo (z~y) + (y ~x) =¢ 0. Pelo mesmo lema temos |z — y| =
(x=~y)+ (y=x), logo |x — y| =0 0. Pelo lema 53 resulta x = y.

3. Provamos por inducao em z.

Caso base Queremos provar x <oy Ay <o 0 — x <y 0. Suponhamos o antecedente.
Pelo lema 130 temos y = 0, logo de x <¢ y vem z <, 0.

Passo de inducao Por hipdtese de indugao supomos x <g y Ay <o 2z — = <o 2.
Queremos provar x <g y Ay <g Sz — = <y Sz. Suponhamos = <gy Ay <g Sz.
Pelo lema 130, de y <p Sz vem y <p 2V y =¢ Sz.

Se for y <q z, entao, por hipétese de inducao, vem x <; 2, donde pelo lema 130 vem
x <y Sz.

Se for y =g Sz, entao de x <y y vem x <y S=z. O

Mais a frente iremos precisar do lema seguinte.

Lema 132. Temos HA§ - Sz <py — 2 <o y.

Demonstra¢ao. Provamos o resultado por inducao em y. No caso base o antecedente
Sz <y 0 implica Sx =¢ 0 pelo lema 130, donde pelo axioma Sx #( 0 sai L e portanto
temos o consequente. Para o passo de inducao, do antecedente Sz <, Sy sai pelo
mesmo lema x <; y, donde x <q Sy pelo dito lema. Il
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7.2 Maximo

Procuramos definir um termo max que represente dentro de HAj o maximo entre
dois nimeros naturais. Temos max(m,n) =y (m ~n) + n, o que motiva a seguinte
definicao.

Defini¢ao 133. Definimos os termos max, de tipo ppp por indugao nos tipos:

1. maxy = \z¥, 9. [(z~y)+yl;

2. max,, := Az, Yy, 2 . [max, (vz)(yz)|.

Setl =t1",..., 17" eq? = qi*,...,q;" sdo uplos de termos de HAy, entdo denotamos
o uplo max,, t1qi, . .., max,, txq por max,(t, q).

De seguida provamos algumas propriedades elementares do termo maxg, das
quais precisamos para trabalhar de forma expedita com este termo.

Lema 134. Temos

1. HAY F x <o maxgxy e HAG -y <o maxg zy;
2. HA Fx <z ANy <oz — maxgay <o 2;

3. HAG F o <g 2’ ANy <oy — maxgxy <o maxgz'y’.

Demonstracao.

1. Seja A(z,y) := x <o maxgxy. Provamos A(z,y) por dupla indugdo (ver lema
49).

HAY F A(z,0) Temos A(z,0) <> x <y (z =~ 0)+0. Pelo lema 52 temos (z ~0)+0 =
r=~0ex~0=pzx,logo (x~0)+0 =y z. Portanto, A(z,0) <> x <y z. Pelo teorema
131 temos x <, z, logo temos A(z,0).

HAY F A(0,y) A(0,y) é derivavel em HA§ pelo lema 130 porque o seu membro
esquerdo ¢é 0.

HAY + A(z,y) — A(Sz, Sy) Aplicando duas vezes o lema 129 (na primeira e terceira
igualdades) e aplicando o lema 52 (na segunda igualdade) temos

HAG 2~ [(z=y) +y] =0 Sz S[(z~y)+y
= Sx~[(x~y)+ Sy
= Sx~[(Sz~ Sy)+ Sy|,

logo
HA%} I—gc+[(x+y)+y] :0(1—>:S‘x+[(590+5y)+5y] :OQ-

g

—A(zy) —A(Sz,5y)
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Demonstramos B(z,y) := y <o maxyzy também por dupla inducdo. O caso
B(z,0) é perfeitamente andlogo ao caso A(0,y). O caso B(0,y) é quase analogo ao
caso A(z,0) (pode ser 1til saber que HAG - 0~y = 0 e HAY - 0 + y =¢ v, factos
estes que provamos facilmente por indugdo em y com a ajuda do lema 52). O caso
B(z,y) — B(Sx,Sy) é perfeitamente andlogo ao caso A(z,y) — A(Sz, Sy).

2. Seja A(x,y, z) a férmula do enunciado. Temos
Az, y, z) < [ZL“;Z = 0AYy~2=90— ((;E;y)—i—y) -2z = 0} .

-~

=:B(z,y,2)

Provamos B(x,y, z) por indugao tripla (ver lema 49).

HAY + B(0,y,z) Supomos o antecedente de B(0,y, z) e queremos provar [(0~y) +
y|] = 2 =0 0. Como observado na alinea anterior, temos 0~y =¢ 0 e 0+ y = y, logo
(0~y) +vy =0 y. Daqui vem [(0~y) + y] ~ z =¢ 0 atendendo a hipétese y ~ z =¢ 0.

HAY + B(z,0,z) Supomos o antecedente de B(x,0, z) e queremos provar [(x =~ 0) +
0] =~ 2 =0 0. Pelo lema 52 temos x ~ 0 = x, logo pelo mesmo lema temos (x - 0) +
0 =¢ «. Daqui, pela hipdtese x ~ z =¢ 0, vem [(x - 0) + 0] -~ z = 0.

HAY F B(z,y,0) Supomos o antecedente de B(z,y,0) e queremos provar [(z = y) +
y] =0 =¢ 0. Pelo lema 52 vem x = 0 e y =¢ 0, logo, pelo mesmo lema, (z ~y)+y =
0. Daqui, ainda pelo mesmo lema, sai [(x ~y) + y] =0 = 0.

B(z,y,z) — B(Sz,Sy,Sz) Usando os lemas 52 e 129 facilmente reduzimos
B(Sz,Sy,Sz) a B(x,y, z).

3. Suponhamos = <g 2’ e y <o v'. Seja z := maxg z'y’. Pela alinea 1 temos =’ <, z
e y' <p z. Pela transitividade de <q (ver teorema 131) vem = <y z e y <¢ z. Daqui
pela alinea 2 sai o resultado. Il

7.3 Aritméticas de Heyting e de Peano com ma-
joracao intensional

Vamos agora considerar uma “extensao” da aritmética de Heyting introduzindo-
-lhe uma nova “relacao de menor ou igual”, que vai ser um objecto sintactico novo.

Definicao 135. A aritmética de Heyting em todos os tipos finitos com tratamento
minimal da igualdade e majoragao intensional, denotada por HAg,, é formada pela
seguinte linguagem e pelo seguinte sistema de deducao formal.

Linguagem Definimos a linguagem de HAjG4 como sendo a de HAg com a adigao de
1. simbolos relacionais bindrios <, para cada tipo finito p;

2. quantificacoes Vo <,tA e 3z <J,tA chamadas quantificagoes limitadas, onde
t é um termo no qual a varidvel x nao ocorre (as quantifica¢oes sdo objectos
sintdcticos novos, nao sdo abreviaturas de Vz(x <,t — A) e Jz(x I, t A A)).
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Consideramos que as palavras da forma t <, ¢, onde ¢ e ¢ sao termos, sao férmulas
atomicas.

Dizemos que uma férmula é limitada se e s6 se as quantificagoes que nela ocorrem
sao limitadas.

Axiomas e regras Para além dos axiomas e regras de HAS, HA§, tem

1. os axiomas

By: VadtA— Ve(xdt— A),
Bs: dx<tA« Jx(xJtAA),

(B vem do inglés bounded) onde a varidvel x nao ocorre no termo t;
2. os axiomas

Mi: xdyy < a<oy,

M2 : xﬁapy_)vu ﬁpU(ZEU, S]J yv/\yu S]a yv)v
(M vem de majoragao; notemos que no tltimo axioma sé temos uma implica-
Ga0);

3. aregra
Ainu<L,v—tul, quAqu, qu
RL<]'

= Alﬁtﬂapq

(RLg vem do inglés RuLe) onde A; é uma férmula limitada, t e ¢ s@o termos
eu,v € FV(A —t<,,q).

4. O axioma de indugao IA ¢ estendido a HAg, isto ¢, postulamos que para todas
as formulas de HAG, (e ndo apenas para as formulas de HAY) vale IA (ja os
axiomas I, ¥, R e x = y A A(z) — A(y) nao precisam de ser estendidos a
HAY,).

Definicao 136. Definimos a aritmética de Peano em todos os tipos finitos com
tratamento minimal da igualdade e majoragao intensional, denotada por PAgg, como

sendo HAG, + LEM.

Dizemos que a majoracao < é intensional porque o seu comportamento é go-
vernado (ainda que parcialmente) por uma regra, a regra RL4 (se fosse governado
inteiramente por axiomas, dirfamos que era uma majoragao extensional).

Em Vu <v(zu <yv Ayu Jyv), a férmula xu <yv significa que z estd “acima” de
y e a formula yu < yv significa que y é mondtono (isto é, ndo-decrescente).

Observacao 137. Se em RLg tomarmos A; como sendo uma férmula limitada tal
que HAG, = A; (por exemplo, 4; = 0 = 0), entao obtemos a regra

u<d,v—tud, quAqu <, qu
t <, q '
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Definicao 138.

1. Estendemos a nogao de wvaridvel livre aos termos e férmulas de HAj, da se-
guinte forma:

FV(tdq) = FV(t)UFV(q),
FV(Vz StA) == FV()U[FV(A)\ {z}],
FV(3z <td) = FV(t)U[FV(A)\ {z}].

2. Estendemos a nogao de substituicao simultanea as féormulas de HAG, da se-

guinte forma: se y =y, ..., y, for um uplo de variaveis, r = ry,..., 7, for um
uplo de termos, g(i) =Y Y Vit ls - Yn €T =T T, e T,
entao
t<Lglr/yl = (tr/yDlalr/yl),
Vo D (tr/y])(Alr/y]) se TEYL, s Yn

Vo <tA)|r = LN 21/ . :
e 2ele/y) = { o el o s 220

dr <tA)|r = LA 21/ .

@/ = {3 S (D o0 w52

3. Estendemos a nocao de termo livre para uma varidvel numa féormula as for-
mulas de HAj, pela seguinte clatsula: o termo ¢ estd livre para a varidvel y
na férmula 4z <, tA, onde 4 € {V,3}, se e s6 se ¥ = y ou simultaneamente
tivermos x Z y, x & FV (t[q/y]) e q estd livre para y em A.

Notacao 139. Sejam t2 ={", ... tt» e g2 = ¢*,...,¢°" uplos de termos de HA{,
ex =2a", ..., 2% um uplo de varidveis de HA{< tal que cada x; nao ocorre em cada
t;. Definimos N

tdyq = iy qu A ANty p, G,
Yz < tA = Vo <, -V, <, A,
dx < tA = dxy <, b --- 3w, 9, A,

VA = Va(z 9, z — A),
JzA = 3z(z D,z N A),
Ve d,tA = Vzd,t(z Dz — A),
Jz<,tA = Jzd,t(z <z AA)

As quantificagoes V e 3 chamamos quantificagoes mondtonas. Em rigor, em t; <,
QAN q, deverfamos determinar a ordem pela qual associamos as conjuncoes,
mas como intuicionisticamente a conjuncao comuta, tal ordem nao é relevante.
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Observagao 140. Devido a restrigao de em 4zr < tA (com 4 € {V,3}) termos
x ¢ FV(t), a linguagem de HAj4 nao é fechada para substitui¢oes. Por exemplo,
[z <y A(x)][z/y] = dov <z A(z)[z/y] ndo é uma férmula de HAY,,. Esta dificuldade
pode ser contornada renomeando as varidveis quantificadas. No exemplo anterior,
trocando x por z (tal que = # z), [dz L yA(z)]|[z/y] = 2z < 2 A(z)[x/y] j4 é uma
férmula de HAG.

Quando escrevermos A[t/z] estamos natural a supor que A[t/z] é uma férmula de
HAG .. Notemos que (Ao B)[t/z] (com o € {A,V,—}) ¢é férmula de HAY, se e s6 se
Alt/x] e B[t/z] o sdo. Também notemos que (dyA)[t/z] é férmula de HAS, se e s6 se
x =y ou Alt/z] é formula de HAY,. Finalmente, (dy < ¢A)[t/x] é formula de HAS
se e 56 se £ = y ou simultaneamente y ¢ FV (q[t/x]) e A[t/x] é férmula de HAS.
Estas observacoes podem ser tteis nas demonstracoes por inducio na complexidade
das formulas: se estamos a tentar provar que a férmula (dyA)[t/z] de HAY, tem
uma certa propriedade, podfamos ser tentados, por hipétese de inducio, a usar essa
propriedade para A[t/z], mas A[t/x] pode nao ser uma férmula de HAy.

Observagao 141. Sejam t2 = ¢{* ... t’» um uplo de termos de HAfq e 2 =
zi', ..., xbr um uplo de variaveis de HAG, distintas tal que x; ¢ FV(t;), i,j =
1,...,n. Aplicando n vezes os axiomas By e B3 obtemos

HAYq F Vz <, tA = Vry[ry <t — - = Vo (x, 1, 6, — A) -],

HAGq F Jz <, tA < Jzqfrr <t A ATz (e, Lt ANA) -
Usando as regras de prenifixacao, estas formulas podem ser simplificadas:

tA — Vz(z

t d,t — A),
tA — Jz(z I

A).

HAGs F Vz J
HAGq = Jz g

4

(b}

14
14

(k)

4

Em geral a relacao < nao é reflexiva, embora se x <y, entao y <y. Também nao
é anti-simétrica nem total. E no entanto transitiva.

Proposicao 142. Temos:
1 HAG Rz <,y —y J,y;
2. HAgﬁl—mﬁlpy/\yﬁlpzexﬁpz.

Demonstracao.

1. Fazemos a demonstragao por inducao nos tipos. O caso base p = 0 é equivalente
(usando M) a HAG, - 2 <oy — y <o ¥, 0 que é obviamente verdade pelo teorema
131. Vejamos o passo de indugao. Queremos provar HAGq F x5,y — yJ,,y. Pela
regra RL4 basta provar

HAf)ng"ﬁﬁapy/\uﬁpv—>yu§10yv/\yu§10yv,

o que resulta de Ms.
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2. Fazemos a demonstracao por indugao nos tipos. O caso base p = 0 é equivalente
(usando My) a HAGg v <o y Ay <o 2 — & <y 2, 0 que ja foi demonstrado no
teorema 131. Vejamos o caso de indugao. Queremos provar HAG, = 24, ,yA\y<,,2 —
x <,, z. Pela regra RL4 basta provar

HAGa F 2 <op y ANy Lop 2 ALy v — au g 20 A 2u I, 20. (7.1)

Suponhamos o antecedente de (7.1). De u<,v vem, pela alinea 1, v<,v. De z<,,y
e u <, v vem, por My, zu <, yv. De y <p 2z € v, v vem, por My, yv <, zv. De
ru 4, yv e yv I, zv vem, por hipdtese de inducao, xu <, zv. De y J,, z e u I, v
vem, por My, zu <, zv. Portanto temos o consequente de (7.1). ]

Na préxima proposicao generalizamos a regra RL4 de varidveis simples u e v a
uplos de variaveis u e v.

Proposigao 143 (generalizacao de RLg). Em HAG, vale a regra

ANud,v—tud,quAqu <, qu
Alétﬁaptq ’

isto €,
HAGGF Aihu 9,0 — tu Jo qu Aqu do qu = HAGGE A — £ D6y g,

onde A; € uma formula limitada de HAG 4, t e ¢ sao termos de HAG4 e as varidveis
u,v sao distintas e nao ocorrem livres em A; — t L., q.

Demonstragao. Fazemos a demonstracao por inducao no ntimero de variaveis de w.
O caso base ¢ a regra RL4. Vejamos o passo de indugao. Usemos as notagoes

n+1) __
( )—Ul,

(n+1)

n
ﬂ():ulw'wunv

IS

ceey Upy Unya,
U( =V1y...,Un, v = VU1y--+,Un, Unti-
Suponhamos, por hipétese de inducao, que vale a regra

A A u™ <™ — tu™ Qg™ A qu™ < go®
A —t<dgq

e que
HAGG = A A w9y gy (D G g (D A gD G g (Y (7.2)

Em particular, pondo u™ = v™ vem
HAG A ™ <™ Aty Qg — W0 L@ v, A @™, (7.3)
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Suponhamos A; Aul"tD <v™ V) isto 6, Ay Aul™ o™ Ay <vpyq. Vem o™ <p™),
De (7.2), novamente (7.2), e de (7.3) vem, respectivamente,

tu" <gut™ o qu ™) gt g™, < qu™u,g,
=tuMup41<gv Moy =quupt1<gv Moy

Portanto temos

HAGG H AN u™ <™ A Upy1 DUy —
tu™up, 1 g™, A qu™u, g Lqu™u,, g,
HASG B A A u™ <o A,y Qo —

qu 1 < qu ™, A qu™u, g g™,

donde por RL4 vem

n)

0™ — tu™ D qu!

HAS, B Ayau™ <ot
HAS, B Aau™ <o™ — qu™ Qg™

logo
HAZ F Ap A u™ <o — tu™ g™ A qu™ <go™.

O resultado sai daqui pela hipétese de inducao. Il

Vamos estender o lema 28 a HAj, de forma a, analogamente ao que fizemos no
corolario 29, podermos provar o corolario 145 que generaliza o comportamento de
II, ¥ e R a férmulas arbitrarias.

Lema 144. Sejam t = t1,...,t, € ¢ = q1,...,qn uplos de termos de HAG4. Se para
toda a formula atomica Aar de HAG, temos HAG, = Au[t/x] < Auilq/ ], entdo para
toda a formula A de HAG, temos HAG, = At/ x] < Alq/z].

Demonstrag¢ao. Demonstramos o resultado por inducao na complexidade das for-
mulas. Todos os casos, excepto os dos quantificadores limitados, sao andlogos a
demonstracao do lema 28. Resta ver os casos dos quantificadores limitados.

Vy IrA Como a férmula y <7 é atémica, entao por hipdtese temos HAG, = (y <

r)[t/x] < (y Ir)lq/x] para todas as varidveis z (de tipos compativeis com t e g).
Temos dois casos.

1. y #x,...,z, Por By, temos

HAG< F (Vy S rA)[L/z]

K
ST
< IA

Il
<
Ny
A

3
=
=
~
=
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(Vy <rA)[t/z] = Yy<Sr[ty,.. tic, tivt, e tn/T1, ooy Tis1, Tig1y - v oy Ty
Alty, oyt tist, ot/ X1, o T 1, Tty - - T

My <rA)q/z] = Yy<r[gr, - Gty Girts s Qn/T1y ooy Tio1y Tig 1y -« -5 T
Algry - 5 Gt Qi1 -+ 5 Qn/T1s - T, Tigds - T

As matrizes de (Vy JrA)[t/xz] e (V<ryA)|q/z] sdo equivalentes, pois tomando

uma varidvel z € F'V(A) do mesmo tipo de t; temos, por hipdtese de indugao

(que se aplica ao uplo de varidveis xy,...,T; 1,2, Tit1,- .., Ty),
A[tla s ati—lvti—‘rh s 7tn/x17 sy L1 L1y - - - 73771] =
A[tl,...,tn/xl,...,$i,1,Z,xi+1,...,SEn] —
A[qla"'aqn/xla"'7332'—1’271:2'—&-17"'axn] =
A[Ql? s Qi-1,4i41, - - - 7Q'n/x17 sy Li—15 L1y - - 7xn]'

Por um argumento analogo temos
Yy Sl T[th s 7ti—17ti+17 s 7tn/$la ey Li 1y Tig1y - - - 73:71] A
Yy S] T[q17 s i1, i1, - - 7Qn/x17 vy Li—15 Ligdy - - - 7xn]'
Destas duas equivaléncias sai, de forma andloga a alinea anterior, HAG,
(Vy SrA)[t/z] < (Vy DrA)lg/z].
dy <rA Este caso é andlogo ao anterior. n

Corolario 145. Para toda a formula A de HAG,, temos

1. HAG R 2 =gy A Alw/2] — Aly/z] se w ey estiverem livres para z em A;
2. HAG, Alll, ;xPy™ JwP] — Alx/w];
3. HAGq = A[S5,,,27y? 20 fwT] < Alzz(yz) /w];
4 HAGo F A[R0y2 22" Jwe] o Aly/w];
HAG o E A[R,(S2°)y222%" Jw?] « Alz(R,xyz)r/w].

Demonstracao.

1. Comecgamos por verificar a alinea 1 para as formulas atémicas. Caso A seja uma
féormula atomica de HAy, ja sabemos que o resultado vale. Resta ver o caso em que
A é uma férmula atémica de HAj, mas nao de HAY, isto é, A é da forma t <, q.
Fazemos a demonstracao por indu(?éo no tipo p.

Caso base No caso base p = 0 queremos provar
HAGL 2 = y Atz /2] Do qlz/z] — tly/z] <o qly/z].
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Usando My, tal é equivalente a

HAGL 2 =0 y ANtz /2] <o qlz/2] — tly/z] <o qly/z],
isto é,

HAGG 2 =0y A (t~q =0 0)[z/2] = (t~q =0 0)[y/2],
0 que é axioma de =

Passo de inducao Queremos provar
HAGS @ =0 y A t[w/2] Dop qlz/2]) — tly/2] <op aly/z]-
Para tal, por RL4 é suficiente provar
HAG< F & =0 y At[z/2] Lopglz/z] Audpv — tly/2lu Lo qly/ 2] A ly/ zJu s qly/2]v.

Suponhamos o antecedente. Por My vem tlx/z|u <, q[z/z]v A q[z/z]u <, qlz/z]v.
Por hipotese de inducao, podemos substituir x por y e obter o consequente, como
pretendido.

De seguida estendemos a alinea 1, por indugao na complexidade das formulas, a
formulas arbitrarias. Todos os casos sao analogos a demonstracao da proposigao 27,
excepto os casos dos quantificadores limitados.

Vw <t(2)A(z) Queremos provar

HAGG =2 =0 y A (Vw JtA)[x/2] — (Vw JtA)[y/z].

No caso w = z temos (Yw JtA)[z/z] = (Vw <tA)|y/z], pelo que o resultado é ébvio.
Suponhamos w # z. Por hipdtese de indugao, temos HAG, -z =q y A A(z) — A(y).
Como a férmula w <t é atémica, temos HAY, -y =g 2 A w D t(y) — w < t(x).
Suponhamos z =¢ y e (Vw <tA)[z/z] = Yw <t(x)A(x), isto é, Yw|w <t(x) — A(z)].
Notemos que w nao esta livre na hipotese aberta x =q y, isto é, w # x,y, porque x e y
estao livres para z em Vw<tA e w # z. Usando w<t(y) — wt(x), wlt(z) — A(z)
e A(x) — A(y), vem Yw[w Qt(y) — A(y)], isto é, Vw < t(y)A(y) = (Yw JtA)[y/z].

Jw <t(2)A(z) Andlogo ao caso anterior.

2. Pelo lema 144, basta verificarmos o resultado para as férmulas atomicas. De
forma andloga ao explicado na alinea anterior, resta verificar o resultado para as
férmulas atémicas da forma ¢ <4, q. Fazemos a demonstracao por indugao no tipo p.

Caso base De forma analoga a alinea anterior, usamos M; para reduzir o caso base
a uma férmula que é um axioma II.

Passo de inducao Queremos provar

HAS, b [Ty /] 9, qlllay/w] < ta/w] <, qlx/w]

Vejamos a implicacao da esquerda para a direita. Por RL4 ¢ suficiente provar

HAG, = t[lzy/w] <,p qllzy/w] Au D, v —
tlx/wlu <, qlx/wjv A q[m/w]u <, qlz/w]v.
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Suponhamos o antecedente. Por My vem t[I1zy/wlu <, q[Ilzy/w]v e ¢[llzy/w]u <,
q[Izy/wlv. Por hipdtese de indugao, podemos substituir [Izy por = e obter o con-
sequente.

A implicagao da direita para a esquerda é analoga a implicacao da esquerda para a
direita.

Provamos as restantes alineas de forma analogamente a alinea 2. O]

7.4 Aritméticas de Heyting e de Peano com ma-
joracao intensional sao teorias de majoracao

Sabemos que < nao ¢ reflexiva. Nem vale a propriedade mais fraca Vz3y(z <,y).
No entanto, conseguimos provar que se t for um termo fechado, entao existe um
termo fechado ¢ tal que t <, ¢. E esse o principal objectivo desta secgao.

Definigao 146. Seja t” um termo de HAG cujas varidveis sao z*.

1. Chamamos majorante de ¢ a um termo ¢” de HAj4 cujas varidveis sejam z tal
que HAGo F Az .t Dy Az g

2. Dizemos que t é mondtono se e s6 se t ¢ majorante de t.

Observacgao 147. Seja t” for um termo fechado. Um majorante de ¢ é um termo
q° fechado tal que HAG4 Ft <, ¢. O termo ¢ ¢ mondtono se e 86 se HAG H ¢ <, .

Definicao 148. Dizemos que uma teoria é uma teoria de majoragao se e s6 se todos
os seus termos tém majorante.

O objectivo desta secgao é¢ demonstrar que HAG ¢ uma teoria de majoragao. Este
resultado é uma adaptacao de um resultado de William Howard em [Howard 1973].
Mas antes precisamos de alguma trabalho preparatério.

Lema 149. Temos:

1. max, ¢ mondtono, isto €, HAG4 = max, J,,, max,;

2. HAggFx <,z ANy <,y — x 9, max, vy Ay J, max, ry.
Demonstracao.

1. Provamos o resultado por indug¢ao nos tipos.

Caso base Pela generalizacao de RL4 basta provar
HAG 2 o 2" Ay Jo 9 — maxg 2y <o maxg 2y,

que por M; reduz-se ao lema 134.
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Passo de inducao Pela generalizacao de RL4 basta provar

HAG F 2 <, ' Ny <.,y — max,,ry ,, maxy, 'y’
Para tal, é suficiente provar provar

HAGG F 22" ANy Loy ANu v —
(max,, zy)u <, (max,, a:'y')zj A Smaxap 'y u <, (max,, x'y')zi.

v e

A =:B

max, (z'v)(y'v). Ora, tal vem da hipdtese de indugao, de zu <, 2'v e de yu <, ¢/
Também por definigdo de max, B é equivalente a max, (z'u)(y'u) <, max, (z'v)(y'v
Tal vem da hipétese de indugao, de 2'u < z'v e de y'u <y'v (temos 2’ < a', y' <
por x <z’, y Iy e pela proposigao 142).

Suponhamos o antecedente. Por definigdo de max, A é equivalente a max, (xu)(yu)<,
y'v.

).

y/

2. Provamos o resultado por indugao nos tipos. O caso base reduz-se por My ao lema
134. Vejamos o passo de indugao. Queremos provar  <,,max,, 2y ¢ y I,, max,, Y
a partir de v 4,, x e y J,, y. Basta ver o primeiro caso, pois o segundo é andlogo.
Por RL4, é suficiente provar

HAgﬂ Fards, e Ny Ly Nu, 0 —
zu 4, (max,, zy)v A (max,, 2y)u 4,, (Max,, ry)v.

g '

=:A =:B

Suponhamos o antecedente. Por definicao de max, A é equivalente a xu <,
max, (zv)(yv). Ora, tal vem da hipdtese de indugao zv <, zv A yv <, yv —
v 4, max, (zv)(yv) A yv I, max, (xv)(yv), de xv I, zv A yv <, yo, de zu I, v e
da transitividade de <,. B sai da alinea anterior. O

Quando quisermos provar que todo o termo é majorado, vamos ter o problema
de majorar o recursor (R;),. Ndo vamos conseguir provar que (R;), auto-majora-se,
isto é, (R;), < (R;),, pelo que temos de obter outro majorante. Esse majorante serd
um termo [(R;),]™ cuja definigao motivamos agora. Suponhamos que z : N — N é
uma funcao. Podemos definir uma funcio ™ : N — N nao decrescente, que ponto
a ponto ¢ ndo menor que z, isto é, Vz[z(z) < zM(z)], por

2 (n) = max (z(0), z(1), z(2), ..., z(n)).

Mais formalmente, podemos definir ™ por recursao por

{ zM(0) z(0)
tM(n+1) = max (zM(n),z(n+1))

Esta funcao 2z é uma candidata a majorante de x. O facto de ela ser nao decrescente

é fundamental para termos x <™ em vez de apenas termos Vz[z(z) < 2 (2)].
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Definigao 150. Seja 2*° um termo de HAG4. Definimos
M= A0 | Rz (20) M”20 (maxpu(x(Sz))ﬂ,
onde supomos que z,u € FV (z).

O lema seguinte diz-nos que se x for menor ou igual a y ponto a ponto, entao
x <yM. Notemos que nao se segue que y <y™ uma vez que em geral y nao ¢ menor
ou igual a si préprio ponto a ponto porque < nao é reflexiva. No entanto, no caso
que nos interessa, y = (R;),, isso vai acontecer.

Lema 151. Temos HAG = Vo y V2 (22 D, yz) — x D0 y™M].

Demonstragdo. Comecemos por notar que para cada formula A(w”) de HAG, e para
cada termo 2 de HA, temos

HA .+ Alz"0/w] < A[z0/w],
HA, B Alz™(S2)/w] < A[max, (z"2)(2(S2)) /w].

A demonstragao destas duas equivaléncias é uma aplicagao simples do comporta-
mento do recursor dado pelo corolario 145.

Suponhamos V2°(z2 <,yz). Por RLg, para provar z <,y basta provar HAG =
udgv — zu<,yMv, ou equivalentemente, HAG - Vu'(u<dgv — zu<,yv) (ter o u’
quantificado universalmente vai dar jeito na demonstragao). Fazemo-lo por inducao
em v.

Caso base Suponhamos u <y 0, o que por My é equivalente a u <g 0. Pelo lema 130
vem u =g 0. Queremos provar 20 <, y™0, o que é equivalente a 20 <, y0. Como
estamos a supor V2°(zz <, yz), entao temos z0 <, y0, logo temos x0 <, yMo0.

Passo de indugdo Temos Vu’(u <9 v — zu <, y™v) como hipétese de indugao e
queremos provar Vu'lu <o Sv — zu <, y™(Sv)]. Suponhamos u <y Sv, que por
M; é equivalente a u <o Sv, e provemos zu <, y™(Sv), o que é equivalente a
zu <, max,(yMv)[y(Sv)]. Comecemos por provar dois factos.

1. yMv <, yMv Temos y™v <, y™v porque pondo u = v na hipétese de indugao
(é aqui que da jeito termos o u quantificado universalmente), obtemos v <,
v — v, y™Mv, cujo antecedente deriva-se em HAY (reduzindo-o por M; &
reflexividade de <p), e portanto y™v <, yMv (pela proposicio 142).

2. y(Sv) <, y(Sv) Temos y(Sv) <, y(Sv) porque pondo z = Sv em V20 (xz <, yz)
sai x(Sv) <, y(Sv), donde por sua vez sai y(Sv) <, y(Sv) gragas a proposicao
142.

Estamos a supor u < Sv, donde pelo lema 130 vem u <y v V u =¢ Sv.
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1. u <o v Neste caso, pela hipétese de indugao, temos zu <, y*v. Como y™v <,
yMv e ySv <, ySv, entao yMv <, max,(yMv)[y(Sv)] pelo lema 149. Pela
transitividade de <, sai zu <, max,(y™v)[y(Sv)], o que equivale a zu <,
y™(Sv), como pretendido.

2. u=¢ Sv Neste caso, pondo z = u em Vz°(zz <, yz) obtemos zu <, y(Sv).
Como yMv <, yMv e y(Sv) <, y(Sv), entao y(Sv) <, max,(y™v)[y(Sv)]. Pela
transitividade de <, sai zu <, max,(y™v)[y(Sv)], o que equivale a zu <,
y™(Sv), como pretendido. O

Finalmente, no préximo teorema demonstramos que HA§, é uma teoria de ma-
joracao.

Teorema 152 (HAG, ¢ teoria de majoragao). Todo o termo de HAG, tem um ma-
jorante. Dado um termo t de HAG,, podemos construir um majorante Mt de t da
sequinte forma:

1. set for um termo fechado, entdo definimos Mt por indugdo na complexidade
dos termos fechados pelas condi¢coes

Mt = tsete{0,51,,,%,:},
M(R;), = [(R),",

2. set tiwer varidveis x, entdo definimos Mt = (MAx .t)x.

Demonstracao. Vamos provar primeiro o resultado para as constantes. Para simpli-
ficar a notacao, vamos omitir a escrita dos tipos.

0 Temos HAG4 F 0 <0 porque por My tal equivale a HAG4 = 0 <o 0, o que ¢é
verdadeiro pela reflexividade de <.

S HA[“))S] .S < .S resulta por RLg de HAB"ﬁ Fu<gv — Su <y Sv, que por sua vez
resulta por M; de HA‘(‘)’ﬁ Fu<gv— Su <y Sv. Ora, isto foi provado no lema 130.
I,, HAG4 F I Q1T resulta, pela generalizacao de RLg, de HAGg a2 Ja' Ay dy' —
[Mzy < Tl2"y’, que pelo coroldrio 145 equivale a HAG o2 d2' Ay Jy' — 2 d2'; o
que é obviamente verdade.

X5 pr HAB”ﬂ F X <¥ resulta, pela generalizagao de RL4, de HA‘(‘;ﬂ Fao<a' Ay<y' Azd
2" — Yayz<d¥x'y'2', que pelo coroldrio 145 equivale a HAG, = 2 2’ Ay dy' A2 <12 —
xz(yz) <a'2'(y'2'), o que provamos usando M.

R, Vamos s6 esbocar a demonstragao de HAG, + R; < (R;)™. Primeiro demons-

tramos HAG G Fy Jy Az D2 — VmO[Rixgg < Rizy' 2] supondo o antecedente
e provando o consequente por inducao em z. Feito isto, pela generalizacao de RLq
concluimos HAf = Va°(R;x 4 R;x). Daqui vem HAY, F R; < (R;)™ pelo lema 151.
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Provemos agora o resultado para termos fechados por inducao nos termos fe-
chado. O caso base sao as constantes, caso este que ja foi visto. Para o passo de
inducao, consideramos um termo fechado t1t5 onde t; e t5 sdo termos fechados. Por
hipétese de indugao, existem termos fechados g e g tais que HAGg F ¢, J gy e
HAgﬂ F tl S] qs2. Por M2 vemn HABJS] F tth S] q142.

Finalmente, vejamos o resultado para termos arbitrarios. Seja t” um qualquer
termo com varidveis 2. Entao Az .t é um termo fechado de tipo po?, logo pelo
resultado para termos fechados ja provado, existe um termo ¢*Z" tal que HA < F
Az .t <,,t q. Daqui é ficil ver que o termo gz é um majorante de ¢: temos z < x —
(Azx.t)x Jga',isto é, x I’ — (Ax.t)z < [Ax. (qz)]2’, donde pela generalizagao de
RL4 concluimos Az .t <Az . (qz). O

7.5 Principios

No capitulo 11 vamos precisar de alguma logica classica, mas nao de toda: basta-
-nos a lei do terceiro excluido para férmulas limitadas. Apresentamo-la ja aqui.

Definicao 153. Chamamos lei do terceiro excluido para formulas limitadas a
B-LEM : Al V _\Al,

onde A; ¢ uma férmula limitada de HAG,.

O axioma da escolha limitado é semelhante ao ja conhecido axioma da escolha
AC, mas com a diferenca de nos dar nao y em funcao de x mas um “majorante” de
y em fungao de um “majorante” de x.

Definicao 154. Chamamos azioma da escolha limitado a
bAC: VafIy™A — JYPV2Vr < 23y IV zA,

(bAC vem do inglés bounded axiom of choice) onde A é uma férmula arbitraria de
HAY .

Definicao 155. Chamamos azioma da escolha limitado para formulas limitadas a
B-bAC :  Var3y A, — IV Ve < 23y < VA,

(B-bAC vem do inglés bounded axiom of choice for bounded formulas) onde A; é uma
férmula limitada de HAG.

O principio da independéncia das premissas limitado lembra o anterior principio
da independéncia das premissas IP, mas com a diferenca de em vez de nos dar y
independentemente da premissa, dd-nos um “majorante” de y.
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Definicao 156. Chamamos principio da independéncia das premissas limitado a
bIP: (VzA — JyB) — I2(Vz A — Jy < 2B),

(bIP vem do inglés bounded independence of premises) onde A; é uma férmula limi-
tada de HAG4 e B ¢ uma férmula arbitrdria de HAGS.

O principio de Markov limitado que enunciamos de seguida manifestamente nao
se parece com o ja conhecido principio de Markov M. No entanto, na proposi¢cao
161 vamos obter uma versao de aspecto mais familiar.

Definicao 157. Chamamos principio de Markov limitado a
bM: (VyVzA, — B)) — élz(‘v’y d2Vx A — By),

(bM vem do inglés bounded Markov’s principle) onde A; e B; sao férmulas limitadas
de HAy ..

Podemos intuitivamente pensar no principio da disjungao universal limitado que
se segue da seguinte forma: se em V', y' (Vo J2'A; v Vy <y’ B;) tomarmos 2’,y’ — oo,
entao obtemos Vax A; V VyB.

Definicao 158. Chamamos principio da disjungao universal limitado a
bUD: Va/,y/ (Vo Q2'A VVy <y B) — VA v VyB,

(bUD vem do inglés bounded universal disjunction principle) onde A; e B, sao for-
mulas limitadas de HAg,.

Informalmente, o principio da contra-coleccao limitado que se segue diz-nos que
se Vzdy <wVaz < z A, isto é, existe um y que funciona quando os x estao limitados,
entao Jy JwVx A, isto é, existe um y que funciona sem essa limitagao.

Definicao 159. Chamamos principio da contra-colec¢ao limitado a
bCC: Qw(ggﬂy dwVz < zA — Jy <wVz A,

(bCC vem do inglés bounded contra collection principle) onde A; é uma férmula
limitada de HAG .

Ja mencionamos que < nao é reflexiva, nem sequer vale a propriedade mais fraca
Vody(z <, y). Esta propriedade Vz3y(z <, y) é fundamental para, por exemplo,
provar VaVy < zA < VyA e Jody <xA « JyA (com = ¢ FV(A) em ambas as
férmulas). Daf ser um principio 16gico que vamos considerar.

Definicao 160. Chamamos azioma da majoracdo a

MAJ: Vaf3y’(z <, y).
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Como prometido, vamos obter uma forma mais familiar do principio de Markov.

Proposigao 161. Seja A; uma formula limitada de HAG,. Temos

HAS +bM F =3y 4; — Jz--3y < 24,

Demonstracao. Aplicando sucessivamente bM podemos generalizar bM a uplos, isto
é, podemos derivar

(YyA — By) — élg(Vg <24, — By, (7.4)

onde A; e B; sao formulas limitadas de HA‘(‘]’S]. Pondo B; = 1L e —A; em vez de 4
em (7.4) obtemos (Vy—A; — L) — glg(Vg dz-A; — 1), isto é,

ﬂVg—\Al — §|§—\Vg < z-A;. (7.5)

Usando =3zC « Vx—C (que vale intuicionisticamente), vemos que o antecedente
de (7.5) equivale a ==3yA;. Vejamos que o consequente equivale a Iz--Jy < 2z A;:

HABUS] - —\\V/g < E_‘Al — —Pv’g(g <z — _'Al)

111
1
1
Ll
=
<
A
N
>
=

Na proposiciio seguinte, a condicio YzVyVi < y[A(z, ) — A(x,y)] significa que
A(z,y) é mondétona em y. Portanto, a proposicao diz-nos que se A(z, y) for monétona
em y, entao temos um resultado semelhante a AC mas com quantificacoes mondtonas.

Proposicao 162. Para cada férmula A de HAG,, temos
HAGS + bIP + bAC -
Vayvg Qy[A(z, ) — A(z,y)] AVeIyA(z,y) — IYVzA(z, V).

Demonstragdo. Suponhamos o antecedente da férmula do enunciado. Por By e B,
temos Va [z <z — Jy(y Sy A A(z,y))]. Por bIP vem Vady[z <z — g <y (g g A
Alx, g))] Pelo membro esquerdo da conjungao do enunciado, vem Vz3Jy[z <z —

A(z,y)]. Por bAC vem 3YVz2Vz < 23y < Yz[z < v — A(r,y)]. Novamente pelo
membro esquerdo da conjuncao do enunciado vem IY'V2Ve < z[z <z — A(z,Yz)].
Pondo x = z vem o resultado pretendido. Il

Vamos agora expor uma técnica para generalizar para uplos principios enunciados
para uma sé variavel. Por exemplo, para generalizar Vx3yA(z,y) — YV A(z,Yx)
obtendo Vz3yA(z,y) — YV A(z, Y r). Trata-se de uma técnica que nos permite

codificar uplos de termos #£*, ..., t** num tnico termo c¢™t, - - -t, (c de codificacio)

e depois descodificar por meios de termos descodificadores p§”> (p de projeccao) que
En)(ctl -++t,) = t;. A forma mais natural de encarar estes
(n)

7

informalmente verificam p

termos é pensar em c™t, - --t, como sendo o uplo (t1,...,t,) e em p;"” como sendo

a projecgao (xy,...,T,) — x;.
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Teorema 163 (codificacao de uplos de termos). Sejam p = p1,...,pn um uplo de

tipos e n > 1. Ezistem termos fechados e mondtonos ™ p( " = p§”>, . ,pn de
HAG4 (de tipos apropriados) tais que para todos os termos t2 de HAG4 e para toda
a formula A(z2) temos HAG F A(t) < A(p™(c™t)).

Demonstragao. Em [Troelstra 1973|, secgao 1.3.9 e secgoes de 1.8.5 a 1.8.8, estd
demonstrado que existem termos ¢™ e p(™ nas condicdes do enunciado, exceptu-
ando a condicdo de serem mondtonos. Alterando ligeiramente essa demonstracio,
considerando os termos mondétonos

Jj= v,y 2. (zzy), J1 = Aw . (wll), Jo = Aw . (wIl"), (IT* := Au,v.v),

em vez dos termos j e ji, jo que podemos encontramos em [Troelstra 1973], obtemos
outros termos ¢ e ]_9(”) que ja sao mondotonos. O

Exemplo 164. Vamos aplicar o teorema 163 para generalizar
B-bAC :  Va3yA(z,y) — IYV2Vz <23y QY 2A(z,y),
a uplos, obtendo
VaIyA(z,y) — FYVzVe <23y QY 2 Az, y), (7.6)

onde £ = x1,...,Tm €Y =1Y1,...,Y,. Fazemos a generalizacao em trés passos: (i)
passamos de uplos para variaveis simples, (ii) aplicamos B-bAC num contexto com
variaveis simples e (iii) regressamos aos uplos.

1. Suponhamos o antecedente de (7.6). Definamos Aj(x,y) = A/(p™z, p™y).
Notemos que Aj(z,y) ainda é uma férmula limitada. Com vista a aplicar B-bAC
a Aj(x,y), vamos provar VxdyAj(z,y). Seja x qualquer. Pondo z = 1_9(’”):6 no
antecedente de (7.6) vem 3y A;(p™z, y). Portanto, tomando y = ¢™y concluimos
Al(x,y). Fica provado VaIyAl(z,y). B

2. Como temos Yz3yAj(z,y), entdao aplicando B-bAC a férmula limitada Aj(z,y)
vem

Yz < 23y QY zA)(x,y). (7.7)

3. A partir de (7.7) vamos provar o consequente de (7.6). TomemosY = Xe.p™ [V (c™)2)].
Notemos que temos ¥ <Y porque Y <Y e B(") e ¢™ s3o monétonos. Sejam z e x
quaisquer tais que 2z ez Jz2. Ponhamos z=c™zex=cMgem (7.7). Notemos

™ ser monétono. Vem y Y (™ z) Al (c™x, y), isto é, Ely QY (e )Al(x p™y).
Agora para obtermos o consequente de (7.6) basta tomarmos y = p™y e observarmos
que y <Yz, isto &, p™y Ip™ Y (c"™)z)], porque y 1Y (c™z) e os p( ") 30 mondtonos.
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Capitulo 8

Interpretacao funcional limitada

Vamos motivar a interpretacao funcional limitada seguindo de perto a motivagao
de [Ferreira e Oliva 2005], seccao 1. Ulrich Kohlenbach tem defendido a procura
de interpretacoes funcionais que em vez de extrairem testemunhas exactas para as
sentencas existenciais (isto é, caso se derive JrA(x), extrairem termos t tais que se
derive A(t)), extraiam majorantes (isto é, caso se derive JrA(z), extraiam termos ¢
tais que se derive dx I tA(z)).

Uma das vantagens de concentrar-nos em majorantes em vez de testemunhas
exactas € por vezes conseguirmos extrair informagao de sentengas que afirmam exis-
tirem objectos nao computdveis (e que portanto ndo podem ser dados por termos
t), mas para os quais existem majorantes computaveis.

Outra vantagem é diminuir o niimero de dependéncias dos termos. Por exemplo,
uma testemunha exacta de VaVy < x3zA(z,y,z) é um termo t tal que VaVy <
rA(x,y,txy) (t fica dependente de z e y), enquanto um majorante para z poderd ser
um termo ¢ tal que VaVy Qx3z Stz A(z,y, z) (como t é um majorante, ndo precisa
de depender de y, basta depender do majorante x de y).

Neste capitulo estudamos a interpretagao funcional limitada de Fernando Fer-
reira e Paulo Oliva ([Ferreira e Oliva 2005]), uma interpretacao funcional vocacio-
nada para a extrac¢ao de majorantes num contexto intuicionista. Esta interpretagao
funcional B estd para HAj4 como D esta para HAS.

HAY 2~ HAy

HASy —> HAS

Definigao 165. Para cada férmula A de HAY,, definimos as férmulas A” e Ag
de HAG, (B do inglés bounded), a primeira delas chamada interpretacdo funcional
limitada de A, por indugao na complexidade das férmulas.

1. Se A ¢ férmula atémica, entao AP := QQQQAB(L y) := A onde z e y sdo uplos
vazios.
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Numa interpretacao AP = J2VyAp(x,y), supomos que as variaveis x, y sao distintas
e nao ocorrem livres em A.

Observacao 166. Demonstramos facilmente por inducao na complexidade das for-

mulas que Ap ¢é uma foérmula limitada e que se A; ¢ uma férmula limitada de HAG,
entdao (A;))% = (A)p = A

De seguida calculamos a B-tradugao para o simbolo légico definido —.
Proposicao 167. Se A? = ég‘%’gAB(g, y), entdo (—A)P = ﬁX@’gﬂ@’gﬁﬁAB(g, ).
Demonstracao. Trata-se apenas de uma questao de contas. [

As matrizes Ap(z,y) sao mondétonas em z, isto é, se Ap(xz,y) vale para z, entao
vale para um Z tal que z < z. Provamos este facto de seguida.

Lema 168 (da monotonia de B). Para toda a férmula A de HAG,, temos

HAG F 2 <2 Ay Sy ANAg(z,y) — Ap(L,y).

Demonstracao. Fazemos a demonstracao por indugao na complexidade das féormulas.

Férmulas atOmicas Este caso é trivial.

AN B Este caso é facil.
AV B Temos



Suponhamos z,2' 2,3, v,y dy,y e (AV B)p(z,2',y,y’). Queremos provar

Se tivermos 9]] <yAgp(z,7), entao pela observacao 141 temos ‘5’@] <y —

A
IQz
S—

Como, por hipédtese de indugao, temos (na presenca das hipéteses z < @ g )
AB(g,g) — Ap(Z,y), entao de Vg[g <y — Ap(z,g)] vem Vy[y dy — (@ 7)1,
isto é, Yy JyAp(Z,7). Analogamente, de V' <y’ Bp(z’,y') vem Vy_ Bp(Z',7').
A — B Temos

(A— B)p(X',Y,z2,y) =Vy <Yay Ap(z,y) - Bp(X'z,y). (8.2

Suponhamos o antecedente de (8.2). Como Y <Y, entdo por My vem Yay < Y:cy

Portanto, do antecedente de (8.2) vem, pela tran81t1V1dade de < (proposicao 142),
o antecedente de (8.1), logo temos o consequente de (8.1), donde por sua vez vem,
por hipétese de inducdo e atendendo a X'z < X'z, o consequente de (8.2).

Vz <tA Este caso é facil imitando alguns argumentos do caso A V B, mais preci-
samente a passagens de V§ < yAp(xz,y) para Vy[y Iy — Ap(z, )], depois para
Qg[g <y — Ap(Z,y)] e finalmente para 9@ <yAp(Z, 7).

dz <tA Anélogo ao caso anterior.

VzA Este caso também ¢ ficil imitando os referidos argumentos do caso AV B e
tendo em conta que se X < Xew <w, entao Xw < Xw

dzA Temos
(3zA)p(w, z,y) = Fz JwVy JyAp(z, 7).

w
Suponhamos w,z <, 2, y Jy e (324)p(w, 2, y). Queremos provar

Por hipétese de inducdo, de (3zA)p(w, z,y) vem Jz JwVy Q yAg(z, 7). Como
w b, segue-se (JzA)p(w, T, y). O

Teorema 169 (da correcgao de B). Sejam A uma formula arbitrdria de HAY,, [
todas as varidveis livres de A e AP = HQVQAB(L y). Se

HAG4 + bAC + bIP + bM + bUD + bCC + MAJ F A,

entao existe um uplo de termos fechados mondtonost de HAG,, que pode ser calculado
a partir de uma derivagdao de A, tal que HAG4 Vavl < aVyAB(ta Y).
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Demonstracao. Fazemos a demonstragao por inducao no comprimento das deriva-
¢oes, construindo explicitamente os termost. Vamos verificar apenas alguns axiomas
e regras para dar a ideia da demonstracao. A demonstracao completa pode ser en-
contrada em [Ferreira e Oliva 2005], seccoes 3 e 5.

Quando conveniente, vamos denotar por [ as varidveis de F'V(A), por lap as
varidveis de F'V(A)UFV(B), por la\pc as variaveis de FV(A)\ [FV(B)UFV(C)]
e por Lap\(c\pr) as varidveis de [FV(A)UFV(B)]\ [FV(C)\ (FV(D)UFV(E))].
Iremos também usar os indices A, AB, A\ BC e AB\ (C \ DE) para variaveis
relacionadas com ly4, lag, la\pc € lap\(c\pE)- Por exemplo, se [4p <a, entao podemos
denotar a por asp. Analogamente, se substituirmos [ g por O, entao podemos
denotar O por O 4p.

Vejamos que para provar o resultado para equivaléncias, basta provar para as
implicagoes separadamente. Sejam A e B férmulas de HAG4. Digamos que AB =

élgggAB(g, y)e BP = Elx_’gy_’BB (', y). E fécil verificar que se qz € ¢ forem termos
fechados monotonos tais que

HAS, b VaaVia < aaVyAp(geaa,y),
HAY, + VagVip QapVy As(qwas.y),

entao os termos

ty = Aaap.

]
|

|+

! = AQAB . (
sao fechados, monotonos e tais que

HAGS Vaap¥liap < QABQQ> Y (ANB)p(tyaap, toaas y,y)

(em particular, se A=C — D e B=D — (|, entao este resultado mostra que para
garantir que ha termos que funcionem para C' < D, basta garantir que os ha para
C — D epara D — C).

AV A — A Temos

VA— AP =3X" Y, Y'Vz,2,y
!
T

(A ) Y'Va, o
Vy,y QYaz'y" Y'aa'y" (V§ < yAp(z, §) VVY <y Ap(2, ) —

" / !
AB(_i_v_ }
Vejamos que os termos
EX” = AQJ@;Q max £7£/)7
/ " "
ty = Aa,z, 2,y .y,
ty: - AQ,&?iay_ﬂ‘y_/,7



estao nas condigoes pretendidas, isto é, sdo fechados (6bvio), mondtonos (verificamos
usando a generalizacdo de RLg e atendendo a que max é mondtono) e verificam

Isto é facil de provar usando o lema da monotonia de B e o lema 149.

A—-B,B—C = A— (C Temos

N

(A—B)P = 33X, YVz,y[Vy Yy

(B— ) = 3X", YV, y' VY
(A—0) = 3IX",YVa,y'[v

B(z,y) = Bp(X'z,y', Ip\ac)l,
,':L‘/ y/,BB(iy y_,7 LB\AC) - CB(X_”ia y_”)]7

y
Y xy"Ap(z,y) — Cp(X "z, y")],

Por hipétese de indugao, existem termos fechados mondtonos ¢x/,qy e rx»,ry: tais
que

HAS, b Vaap¥lap < aapVz,y
Vy Qgyaapzy Ap(z,y) — Be(gx aasz, ¥, Ipac)l, (8.3)
HAS, b VapceVipe Sapevel,y”
Yy Qryrapea’y" Bz, ¥, Ipac) — Cp(rxraper’,y")]. (8.4)
Para simplificar a notagao, no resto desta alinea onde aparecer
qxQa, qy QOa, rxQa, ryQa,

devemos entender, respectivamente,

qx'Op\AcaaB\(B\AC), IyOB\acasB\(B\AC), Tx"OB\AcABC\(B\AC), Ty'OB\ACABO\(B\AC))

isto é, em ¢x/ aap, ¢y aap, rx7apc € ry apc estamos a substituir os ap ac (que
supomos serem as primeiras varidveis dos uplos a ap e apc) por O B\AC € a nao
alterar as restantes variaveis desses uplos. Vejamos que os termos

txr = Maac,z.[rxQaz(qx Qazx)l,

>

= Aaac,z, Y’ [qyQaz(ry Oa(gx Oaz)y")],

|~
<

estao nas condigoes pretendidas, isto é, sao fechados (6bvio), mondtonos (verificamos
usando a generalizacdo de RL4 e atendendo a monotonia de gx/, qy, rx»,ry e O)
e verificam

HAS, - VaacVlac < aacVe, y' Vy Ity asczy”Ap(z,y) — Cpltxrascz,y")),
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0 que com estes termos € equivalente a

HA o b VaacYlac d aacVz, y" (8.5)
Vy <qyOaz(ry Oalgx Oaz)y")Ap(z,y) — Cp(rxOaz(gx Oaz),y")].

Suponhamos aac d aac, lac < aac, z,y" <
pondo ap\ac = Ipac = Opac ey =ry O

1

Bp(gxOaz,ry Oalqx Oaz)y”, Opac).

Daqui, pondo ap\ac = Ip\ac = Op\ac e 2’ = gx»Oax em (8.4) vem o consequente
de (8.5).

RLg A premissa A Au<v — tu<qu A qu<qu e aconclusao A; — t <q de RLg
sao férmulas limitadas, pelo que coincidem com as suas B-tradugoes. Sejam [ as
varidveis de FV(A;) U FV(t) U FV(q). Por hipdtese de indugao, temos

HAB’S]l—@g,b,cﬂ,u,vﬁlg,b,c(Al/\uﬁlv—>tu§lqv/\qu§1qv),

ondel, u, v sao as varidveis livres da premissa de RL4. “Desfazendo” as quantificagoes
da forma VzB para a forma Vz(z <z — B) e as quantificagoes da forma Vz <rB
para a forma Vz(z <r — B) (usando By), obtemos

HAGS - Va, b, ¢V, u,v (8.6)
(Q,b,cﬁg,b,c/\L,u,UﬁlQ,b,c/\Al/\uﬂv—>tu§1qv/\qu§1qv)-

Por aplicac@o de RL4 a matriz de (8.6) vem
HAGS F Va, b, V1, u,v(a,b,c Da,b,e Nl u,vda,beANA —tdg).
“Refazendo” as quantifica¢oes que “desfizemos”, vem
HASS - Va, b, oV, u,v D a,b,c(4 — t Dq).

Daqui, atendendo a que u,v ¢ FV(A; — t dg), eliminando as quantificagoes inertes
Vb, c e Yu,v < b, c vem o resultado pretendido:

HAS - VaVl S a(A — t q),

onde [ sao as varidveis livres da conclusao de RL4.

M; A férmula v Jyy < z <o y ¢ uma férmula limitada, logo coincide com a
sua B-traducao. Sendo ela um axioma, obviamente é derivavel em HAj,. E entao

facil (usando By: se B é derivéavel, entdo Vz <0 ¢B equivale a Vz(z < ¢ — B) que é
obviamente derivavel) ver que o uplo vazio de termos estd nas condigoes pretendidas:

HAS, F Va, 0¥z, y Sa,b(z <oy < © <o ).
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By Tratemos da implicacao da esquerda para a direita de By. Temos
Vz<gA — Vz2(z g — A)P = g&’,xg’g,w,y_/
[Vy <Y zwy'Vz <gAp(z,y) — ¥z Qw(z < g — Ap(Xzw,y))].

Os termos

|~
|
>

2 12
B8

, W .
LW /

z,
Yy

|~

I~
|
>

estao nas condicoes pretendidas.
Tratemos da implicagao da direita para a esquerda de By. Temos

Vz(2<9q— A) = Vg <tA]P =3X, W, Y'VX' y
[Vw,y SWX'y, VX' yVz <w(z Qg — Ap(X'w,y')) — V2 QgAp(X X', y)].

Seja ¢ um majorante do termo fechado Al .¢(l). Temos §<Gese [ <a — q(l) < qa.
Os termos

t = o, X' y.y,

estao nas condicoes pretendidas.
bAC As B-traducoes do antecedente e consequente de bAC sao
(VuFvA)P = 3W, XVu', yVu Qw3 S Ww'Vj S yAp(Xa, §),
(glng‘v’u Az dVzA)P = " X "Y' y' IV Qw"va", g Qu”,y
[VﬁV/\VZﬁw“(ZﬁZH
Vu < z3v 4 Vz‘%’g’ Qg Ap( X", ~')].
Temos
(VudvA — JVVVu < 230 < VzAP =
IVTXL WL YYW, X w” Y
[Qw’, y < W’Wﬁw”y’ YWXw”y’Vu < w'3Jv < Ww’vg < QAB(X’LU’, g) —
HV 4 W///WXV A// A/ w//’ y/
(V AQVAVz 0" (242 - VudzFv Vz‘v’y Qg Ap(X'W X" ;’)))]

Vejamos que os termos

twr = Aa, W, X,w" y_ w”,
ty = da, W, X, w" y .y,
twn = Aa, W, X . W,

b = Aa,W, X, d". (X",



estao nas condigoes pretendidas, isto é, sdo fechados (6bvio), monétono (verificamos
usando a generalizacdo de RLg) e verificam
HAS S - Vavl 9 aVIV, X, w", y/
[Qw', y tyraWXw"y' ty aW Xw"y'Vu <w'Io SWuw'Vy QyAp(Xw', g) —
=17 S] thaWX‘v’ AH A, <] w y

(v SV AV (2 D2 - Vud 230 DV DG Ap(tzaW Xa', 7)) )|

0 que com estes termos equivale a (a férmula B mencionada de seguida esta definida
na ultima linha)

HAG< = VaVvl < aVW, X, w”

[Qw’,gﬁw ,y_VuﬁlwﬂvﬂWw’VgﬁgAB(iw’,yf) —

J/

—B(w' W,y,X ,w')

vV awva”, g <w”,y

(V SV AVELd (2 D2 - Vud 230 VRV 9§ Ap(Xa', 7)) |

E:B(Z,V,i,&,'ﬁ)”)

Suponhamos a < a, Lﬂg W, X, w" y W, X, w” y o antecedente, 0", 7' Jw”,y' e
z<w”. De w”<1w” 7y e z<lw” vem B(z,W,7, X, z). Como Xz <4 Xw" (resulta
de X < X, 2<w” e My), pelo lema da monotonia de B, de B(z, W, /, X, z) vem
B(z, W, i/, X,"). Como W W, entéo o termo qy := W é tal que qy IW e gy <qy.
Usando o termo gy para testemunhar o quantificador 3V < W do consequente, sai

agora facilmente o consequente. O

Teorema 170 (da caracterizagao de B). Para toda a formula A de HAG,, temos

HASS 4+ bAC + bIP 4+ bM + bUD + bCC + MAJ - A — A",

Demonstragao. Fazemos a demonstracao por indugao na complexidade das féormulas.
Vamos verificar apenas alguns simbolos l6gicos para dar a ideia da demonstracao.
A demonstragdo completa pode ser encontra em [Ferreira e Oliva 2005], subseccao
4.2. Seja T := HAj4 + bAC + bIP 4+ bM + bUD + bCC + MAJ.

AV B Temos
AB
B? = 32'Vy Bg(2.y),
(AvB)? = 3z,2'%y,y [V

Il
LLI?
1)
<@
|
N
Sy
—~
L%?
<



Usando a hipétese de inducao na primeira equivaléncia e bUD na segunda equiva-
léncia, temos

THAVB < ABv BB
« (Av B)E.

x
(A— B) = 3X',YVa,yVy QY ay Ap(z,y) — Bp(X'z,y)).
Usando a hipdtese de indugao na primeira equivaléncia, regras de prenifixagao na
segunda equivaléncia, bIP (generalizada a uplos) na terceira equivaléncia, o lema
da monotonia de B na quarta equivaléncia, novamente regras de prenifixacao na
quinta equivaléncia, bM (generalizado a uplos) aplicado a QyAB(g ,y) — Bp(z,y)
na sexta equivaléncia e a proposicao 162 (generalizada a up_los) na sétima e oitava
equivaléncias (nesta tltima aplicada a Vi, y_’é@[@g SQwAp(z,y) — Bp(Xz,y')]),
temos

TH(A— B) « (A” — BP)

— Vz[VyAp(z,y) — J2'Vy' Bp(z', y')]
o VaIz[VyAp(z,y) — Iz’ < 2Vy Bp(2',y)]
N %’gﬁg[@gAB(g, y) — g’y_'BB(g,_/)]
PN Qgélg‘ay_’[‘agflg(g,g) — Bp(z,y')]
& Va3zVy'IwlVy dwAp(z,y) — Bs(z,y)]
— 3X'VaVy'IwVy QwAp(z,y) — Be(X'z,y)]
— (A—B)P

VzA Temos

AP = Iz y
(VzA)B = é&%w,g‘v’zﬁwflg(&w,g).

Usando a hipotese de inducao na primeira equivaléncia, Bg na segunda equivaléncia,
bAC (generalizado a uplos) na implicagao da esquerda para a direita da terceira equi-
valéncia, MAJ (da seguinte forma: cada z admite um w tal que z<w, logo w <w pela
proposigao 142) na implicagao da direita para a esquerda da mesma equivaléncia, o
lema da monotonia de B na quarta equivaléncia, regras de prenifixacao na quinta

145



equivaléncia e o facto de Xw < Xw ser consequéncia de X < X e w Jw (gracas a
Ms) na sexta equivaléncia, temos

THVzA VzAP

Vedz[z Sz AVyAp(z,y)]

AXVwVz dwdz < Xwlz <z AVyAp(z, y)]
IXVuvz < w%gAB(Xw,y)

X Vw, yVz QwAp(Xw, y)

= (VzA)P. O

r v 1 11

Observagao 171. Analogamente a observacao 73, podemos concluir que no teorema
da correccao de B nao faltam principios.

Teorema 172 (da extracgdo de programas por B). Seja A;(z,y) uma formula li-
mitada de HAG4 tal que FV(A;) = {z,y}. Se

HA%_ + bAC + bIP + bM + bUD + bCC + MAJ I- Va3y A (z, y),

entdo existe um termo fechado mondtono t de HAG,, que pode ser calculado a partir
de uma derivagao de VrIyA(r,y), tal que HAG, = VuVr Qwdy JtwA(z,y).

Demonstragdo. Temos [VzIyA(z,y)]? = 3ZVwVz QwIy < ZwA(z,y). Pelo teo-
rema da correcgao de B existe um termo fechado mondtono ¢ tal que (atendendo a
que FV (VaIyAi(z,y)) = 0) HAG F VuwVe QwIy QtwA(z,y). O

Teorema 173 (da conservagao por B). Seja A; uma formula limitada de HAG,. Se
HAG4 + bAC + bIP + bM + bUD + bCC + MAJ F Vzdy Ay,
entao HAG, + MAJ = Vrdy A;.

Demonstragao. Repetindo os argumentos do teorema da extracgao de programas
por B, obtemos HAj F VaVl < aVwVe < wdy JtawA;, onde [ sao as variaveis de
FV (¥Yx3yA;). Daqui, com a ajuda de MAJ, sai facilmente o resultado. O]

Observagao 174. Pode-se provar que a teoria TH := HAf4+bAC+bIP+bM+bUD+
bCC+MAJ é inconsistente com a logica classica, isto é, existe uma féormula A de HAj

(até de HAY) tal que PAG, = A (até PAJ H A) e TH = = A (ver [Ferreira e Oliva 2005],
subsec¢ao 6.2). -

Este facto tem uma consequéncia interessante. Seja A; for uma férmula limitada sem
variaveis livres. Pelo teorema da correccao de B temos TH - A; = HAj4 F A;. Em
[Ferreira e Oliva 2005], subseccdo 6.3, é notado que interpretando em A; o majoracio
<, como sendo a majora¢io de Howard-Bezem < definida por indugao nos tipos
finitos por

r<py
r <,y

-CESO Y,

Vu v (u <5 v — wu <5y Ayu <5 yv),
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e considerando as quantificagoes limitadas Vo <,¢B e dx <J,tB como abreviaturas
de Vz(r <}t — B) e Jz(x < t A B), respectivamente, obtemos uma férmula A; de
HAG e temos HAG, = A; = HAG = Aj. Portanto podemos provar HAj = Aj usando
a teoria “falsa” TH!
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Capitulo 9

Extensao da traducao negativa de
Kuroda

No capitulo 3 vimos a tradugao de Kuroda no contexto de HAj. Agora vamos
estendé-la a HAg4 da forma natural: introduzindo uma dupla negagao depois de
cada quantificacao universal, limitada ou nao.

Definicao 175. Estendemos a definicao da traducdo negativa de Kuroda Ku para
férmulas de PAS (definigao 80) as férmulas de PAG, pelas cldusulas:

1. (Fz QtA)k, := o JtAgy;
2. (Vl’ S] tA)Ku =V S] t_|_|AKu.

Na demonstragao do teorema da correccao de Ku vamos precisar da estabilidade
de z <, y sob duplas negacoes.

Lema 176 (aziomas da estabilidade). Temos HAG4 = —=(z J,y) — x J, y.

Demonstracao. Provamos o resultado por inducao nos tipos. Provamos o caso base
reduzindo z <,y a x <o y e usando o facto de LDN valer para esta férmula porque
ela ndo tem quantificadores e é uma férmula de HAy (néo apenas de HAS ). Vejamos
o passo de inducdo. Por RLq, para provar =—(z <,,y) — © <5,y é suficiente provar

(< y) ANu <, v — zu <, yv A yu <, yu. 9.1
( Dop o

A implicagao v <5, y Au <, v — zu <, yv A yu 4, yv é uma instanciacao de M.
Passando duas vezes ao contra-reciproco resulta

(2 Lopy A<, v) — (2w <, yv A yu <, yv).
Daqui, usando =—(A A B) «» == A A == B (que vale intuicionisticamente), vem
(2 Lypy) A (u L, v) — (2w <, you) A = (yu <, yo).

Aplicando a hipétese de inducao as majoragoes de tipo p e o resulta (9.1). [
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Teorema 177 (da correccao de Ku). Seja A uma formula arbitrdria de PAG.

1. Se PAG4 = A, entao HAG F ARw,

2. Se PA{4+ B-bAC+bCC+MAJ F A, entao HAj, + B-bAC + bIP +bM + MAJ
ARu -

Demonstracao. Fazemos a demonstracao por indugao no comprimento das deriva-
¢oes. Vamos verificar apenas alguns axiomas e regras 16gicos para dar a ideia da de-
monstracao. A demonstragao completa pode ser encontrada em [Ferreira e Oliva 2005],
seccao 5 e subseccao 6.3.

1. Os casos dos axiomas e regras de PAj4 que sao também axiomas e regras de PA{
ja foram estudados na demonstracao do teorema 82.

M; A férmula M; nao tem quantificadores, pelo a sua Ku-traducao ¢ a dupla negacao
de M;. Tal torna trivial provar o resultado para esta férmula.

M, Provemos

HAG [z Sy — Vu <o(zu Qyv Ayu Dyo)]* =
-z Qy — Yu <v-=(zu <yv A yu <yv).
Suponhamos x <y e u Jv. Por My temos zu Jyv A yu Jyv, logo passando a dupla
negagao temos - (xu Jyv Ayu<yv). Entao temos v v — ~—~(zuLyv Ayuyv), e
como agora u nao ocorre livre na unica hipdtese aberta, que é z Jy, vem Yu[u <v —
—=(zu Jyv A yu Jyv)], o que por By equivale a Yu < v—-—=(zu < yv A yu < yv).
Portanto temos z <y — Yu < v—-=(2zu < yv A yu < yv), donde passando a dupla
negacao concluimos [z <y — Vu < v(zu yv A yu < yv)] K.

By Obtemos
HAG S b Vo <A  Va(z It — A)F = —=[Vo DAy, < Yooz <t — Ag,)]
passando a dupla negagao de

HAGG Vo Qt==Ag, — Va(r It — ——Agy)
= vmﬁ_‘(m dt — AKu)a

onde na segunda equivaléncia usdmos (B — ——(C') < =—(B — (') (que vale intui-
cionisticamente).

RL< Por hipétese de indugao, suponhamos que
HAG, F (AiAudo — su<tv Atu<to)K = = [(A) gu Au<v — su<tv Atu<t],

onde (A4;)k, ainda é uma férmula limitada. Passando a dupla negacao para o conse-
quente usando =—(A — B) < (A — == B) (que vale intuicionisticamente), depois
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usando =—(A A B) < == A A =B (que vale intuicionisticamente) e finalmente fa-
zendo “desaparecer” as duas duplas negacoes pelos axiomas da estabilidade, obtemos
(A ku Nu<v — su<tv Atu <tv, onde (A;)k, ainda é uma férmula limitada. Por
RLg sai HAGS F (A)) kw — s <t. Logo

2. Basta estendermos a alinea anterior a B-bAC, bCC e MAJ. Seja HT := HAG, +
B-bAC + bIP 4 bM + MAJ.

B-bAC Temos

(VxIyA; — JYVave < 23y AY 2A4) K" =
== [Vx—mfly(Al)Ku — élYVz—m(z Lz —Verdz-—dy < YZ(AZ)KU)] )

Usando -—(A — B) « (A — ==B) e ~=Vo-=A « Vz=-A (que valem intuicio-
nisticamente), verificamos que (Vz3IyA; — FYVzVr < 23y IV 2A;)K" é equivalente
a

Va-—=3y(A) gy — =3V Ve < 2-—TFy <YV 2(A) k. (9.2)

Suponhamos o antecedente de (9.2).~Dgle, pela proposicao 161, vem nglz—ﬁEly <
2(A1)ku- Daqui, por B-bAC, vem 3ZVuwVr < w3z 4 Zw—-—3y < 2(A))k,. Pela
transitividade de < vem 3ZVwVz <w—-—3y I Zw(A;) k.. Daqui vem o consequente
de (9.2).

MAJ Provamos

usando MAJ para provar Ve——3y(x <y) e depois passando & dupla negagcao. O]

Observagao 178. Os principios bIP, bM e bUD sao derivaveis em PAG4+MAJ, pelo
que podiam constar na teoria da hipdtese da segunda alinea do teorema da correcgao
de Ku.

Teorema 179 (da caracterizacio de Ku). Para toda a férmula A de PAGy, temos
PAG F A AKv,

Demonstracao. Fazemos facilmente a demonstracao por inducao na complexidade
das férmulas (notar que a logica em questao é cléssica). Il

Observagao 180. Analogamente a observagao 73, podemos concluir que no teorema
da correccao de Ku nao faltam principios.

No capitulo 11 vamos trabalhar com a teoria HAj, + B-LEM. Nesse capitulo, na
demonstracio do teorema da correccao de M, iremos fazer simplificacdes como, por
exemplo, simplificar =V <t—A; para 3z <tA; no contexto da teoria HAj,+ B-LEM,
onde A; é uma férmula limitada. E ébvio que PA{4 F —Vo Qt—-A; « Joz JtA;. Pelo
préximo teorema podemos concluir HAj, + B-LEM F =z <t—A; < Jx <tA;, o que

justifica a simplificagao no contexto HAG4 + B-LEM.
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Teorema 181 (da conservagao por Ku). Seja Ay uma férmula limitada de PAG.
Se PAG4 F Ay, entao HAGg + B-LEM = A;.

Demonstragdo. Pelo teorema da correcgao de Ku temos HAS, = (A)5% = =—(A)) k.
Como HAY, + B-LEM deriva LDN para férmula limitadas e (A;)x, ¢ uma férmula
limitada, ent&o HAS, + B-LEM + (A4;)ky. Agora basta mostrar HAj, + B-LEM +
(A))ku < Aj, 0 que fazemos facilmente por inducdo na complexidade das férmulas
limitadas. Il
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Capitulo 10

Composicao da interpretacao
funcional limitada com a traducao
negativa de Kuroda

A imagem do que fizemos com a interpretacao funcional de Gédel D e a traducao
negativa de Kuroda Ku, vamos compor a interpretacao funcional limitada B com a
extensao de Ku e assim obter uma interpretagao funcional de PAg4 em HAG,.

PA; S HAY P> HAY

PAS, — > HAS, — > HA:,

Teorema 182 (da correcgio de Ku B). Sejam A uma formula arbitrdria de PAgq,
I todas as varidveis livres de A e (AR")P = JzVy(AX")p(z,y). Se

PAG< + B-bAC +bCC + MAJ = A,

entao existe um uplo de termos fechados mondtonost de HAGg, que pode ser calculado
a partir de uma deriwacgao de A, tal que

HAS, F Vavl < aVy(AX")5(ta, y).

Demonstragao. Pelo teorema da correcgao de Ku temos HAG4+ B-bAC+bIP +bM +
MAJ - AK% onde [ também sao todas as varidveis livres de AX%. Daqui, pelo
teorema da caracterizacao de B, vem o resultado. Il

Teorema 183 (da caracterizacao de Ku B). Para toda a férmula A de PAG,, temos

PAY + bAC + bCC + MAJ - A « (AF")P,

Demonstragio. Pelo teorema da correccao de Ku temos PAj, F A — A", Pelo
teorema da correcgao de B temos HAG4 + bAC + bIP + bM + bUD + bCC + MAJ
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AR s (ABMB  Portanto PAj<+bAC+bIP+bM+bUD+bCC+MAJ - A « (AKw)B,
O resultado vem agora de notar que os principios bIP, bM e bUD sao derivaveis em
PAG< + MAJ. [

Observagao 184. Ao contrario da observagao 73, nao podemos concluir que no
teorema da correcgao de Ku B nao faltem principios.

Teorema 185 (da extracgao de programas por Ku B). Seja Ai(x,y) uma formula
limitada de PAS4 tal que FV(A;) = {x,y}. Se

PAG4 + B-bAC + bCC + MAJ = Vady Ay (, y),

entao existe um termo fechado mondtono t de HAG,, que pode ser calculado a partir
de uma derivagao de VrIyA(r,y), tal que HAG4+B-LEM = Voo Jvdy dtv A (z,y).

Demonstracao. Pelo teorema da correccao de Ku, temos
HAgS + B-bAC + bIP + bM + MAJ - [Va3y Ay (z, y)]*" = ==Va——3y(A) ku(z, y),

onde (A;)ky(z,y) ainda é uma férmula limitada. Usando =——VzB — Vz——B (que
vale intuicionisticamente) e a proposigao 161 vem

HAS, + B-bAC + bIP + bM + MAJ I Vz32--3y < 2(4A) ku(, y).
Temos
Vz3z——3y < 2(A) ko, y)]F = IUVOVE Q vz < Uv-—3y < 2(A) kol y).

Pelo teorema da extracgao de programas por B, existe um termo fechado monétono
t tal que (atendendo a FV (Vz3z——3y < 2(A4) ku(z,y)) = 0).

HAS - VoV < v3z < tv=—3y < 2(A) ku(, y).

Pela B-LEM e transitividade de < vem HAG4+B-LEM |- g’viglvElyﬁtv(Al)Ku(x, Y).
Obtemos agora o resultado usando HAG4+B-LEM = (A)) ko (7, y) < Ai(x,y) (prova-
mos este facto facilmente por indugao na complexidade das férmulas limitadas). O

Teorema 186 (da conservagao por Ku B). Seja A; uma férmula sem quantificadores
de PAG4. Se
PAGs + B-bAC + bCC + MAJ - Vz 3y A;,

entao HAG4 + B-LEM + MAJ F Vr3y A;.
Demonstragao. Repetindo os argumentos do teorema da extraccao de programas por

Ku B, obtemos HAf4+ B-LEM Vavl < aVovr < vy <tavA;, onde [ sao as variaveis
de FV(Yx3yA;). Daqui, com a ajuda de MAJ, sai facilmente o resultado. O]
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Capitulo 11

Interpretacao funcional limitada a
Shoenfield

11.1 Interpretacao funcional limitada a Shoenfield

Nesta seccao estudamos uma variante M da B-traducao, introduzida por Fer-
nando Ferreira em [Ferreira 2007]. A M-traducdo é talhada especificamente para a
légica classica. Podemos dizer que M esta para B assim como S estd para D. Dai
o nome interpretacao funcional limitada a Shoenfield.

PA; —“~ HAy —2= HAj PAGq % HAG, 2= HAG,
— V -
S M

Definicao 187. Para cada férmula A de PAj, baseado em —, V e V, definimos as
formulas AM e Ay de PAY, (M do inglés monotone), a primeira delas chamada
interpretacio funcional limitada ¢ Shoenfield de A, por inducdo na complexidade
das féormulas.

1. Se A é férmula atémica, entdao AM = QQ§QAM(1,Q) = A onde z e y sao

uplos vazios.

Suponhamos que ja definimos AM = QgglgAM(g, y) e BV = V! gll/ Bu(2',y'). Entao:



Numa interpretacao AM = Q’gglyA v (z,y), supomos que as variaveis z,y sao distintas
e ndo ocorrem livres em A. B B

Se estivermos a encarar AM e A,; como férmulas baseadas em —, V e V, entdo o
simbolo = que surge na alinea 2 é um simbolo primitivo e os simbolos VzC e 32C que
surgem em todas as alineas sao abreviaturas de Vz(—z<zV(C') e =Vz—=—(—z<2V-C),
respectivamente.

Se estivermos a encarar AM e A); como baseadas em L, A, V, —, V e 3 (por
exemplo, como férmulas de HAG ), entdo o simbolo — que surge é um simbolo definido

e os simbolos VzC' e 32C sdo abreviaturas de Vz(z <z — C) e 3z(z < z A C),
respectivamente, nao de Vz(—z <z Vv () e =Vz—=—(—-z < z V =C'), respectivamente.

Notacao 188. No contexto de uma linguagem baseada em —, V, e V, definimos
JxA = VoA, dr <tA .= Vo Jt-A,
mas nao definimos
JzA = —Vz-A, Jo <QtA = —Vx <t A,
Assim, temos
JrA=Tx(z <z ANA) = -Veo(z <z AA) = Ve(-z Dz V-A)

e nao } 3
drxA = -Ve-A=-Ve(r dz — —A) = Vo(-x Jx Vv -A).

Analogamente, temos

Jr<9tA=Je <tz <z AA) = Ve dt~(z Dz A A) = Vo Dt (-z Dz V -A)

e nao
éxﬁtAEﬁgxﬂt—'AE—'Vl'ﬂt(:Cﬂmﬁ—!A)EﬁVJZ'S]t(—'SL'ﬂJZ\/—'A).

Observagao 189. Demonstramos facilmente por indugao na complexidade das for-

mulas que Ay ¢ uma férmula limitada e que se 4; ¢ uma férmula limitada de PAg,
entdo (A)M = (A)u = A

De seguida calculamos a M-tradugao dos simbolos légicos definidos.

Proposicao 190. Se AM = QgglgAM(g,_) e BM Egg’éy_’BM(L’,y_’), entdo



4. (FzAM =VXTw, Y30, Y Qu, Y -Vz Qi3 S XY Ay (E,Y i)
Demonstracao. Trata-se apenas de uma questao de contas. Il

As matrizes Ap(z, y) sdo monétonas em y. Provamos este facto por inducao
na complexidade das férmulas. Todos os casos resultam de aplicar simplesmente a
hipdtese de inducao, excepto o caso da negacao, no qual é fundamental surgir Ji<dz
em (—A)y (Y, z). E precisamente esta a razio porque pomos 37 < z na definicio
da M-traducao.

Lema 191 (da monotonia de M). Para toda a formula A de PAG,, temos

PAS 2z <z Ay <gAAu(z,y) — Au(z, ).

NS

Demonstracao. Fazemos a demonstracao por indugao na complexidade das féormulas.
Por exemplo, no caso —A supomos a férmula do enunciado e queremos provar

PAS R Y SY Az <@ A3EQa-Ay(2,YE) — 32 1i-An(2, Y D).

Teorema 192 (da correcgao de M). Sejam A uma formula arbitrdria de PA,, [
todas as varidveis livres de A e AM = g’ﬁylAM @y). Se PAG4+B-bAC+bCC+MAJ - A,
entao existe um uplo de termos fechados mondtonost de HAG4, que pode ser calculado
a partir de uma derivacao de A, tal que

HASS + B-LEM F Va, 2VI < a Ay (z, ta).

Demonstracao. Fazemos a demonstracao por indugao no comprimento das deriva-
¢oes, construindo explicitamente os termos t.

Quando conveniente, vamos denotar por [ 4 as varidveis de FV(A), por Lap as
varidveis de F'V(A) U FV(B), por Ly pc as varidveis de FV(A) \ [FV(B)UFV(C)]
e por Lap\(c\pr) as varidveis de [FV(A)UFV(B)]\ [FV(C)\ (FV(D)UFV(E))].
Iremos também usar os indices A, AB, A\ BC e AB\ (C'\ DE) para varidveis
relacionadas com ly4, laB, la\Bc € lap\(c\pE)- Por exemplo, se [4p <a, entao podemos
denotar a por ap. Analogamente, se substituirmos [ 5 por O, entao podemos
denotar O por O »p.

Vejamos que para provar o resultado para equivaléncias, basta provar para as
implicagoes separadamente. Sejam A e B férmulas de PAY,. Digamos que AY =
VaIy A (z,y) e BM = Vz'3y Ay (2/,y’). Vamos provar que se g, e g, forem termos
fechados mondtonos tais que N -

HAS, + B-LEM + Vau, 2Via < asAu(z, gyaaz), (11.1)

HASG + B-LEM + Vap, 2Vl < apBu(z', qyapt’),
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entao os termos
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sao fechados (6bvio), mondtonos (verificamos usando a generalizagao de RL4) e tais
que

HAZ, + B-LEM -
Vaap, X, X'Viap Qasp(ANB)u(X, X tyapX X' tyaap X X'), (11.2)

(em particular, se A=C — De B=D — (|, entao este resultado mostra que para
garantir que ha termos que funcionem para C' < D, basta garantir que os ha para
C — D epara D — C).

Temos

( M
-3 gzif/_ Ay(2,Y3)V3IF QXYY =By (&, YT,

&2

logo (11.2) equivale a

Provemos (11.3). Suponhamos asp, X, X' Jaap, X, X' e lyp Jasp. Para testemunhar
os primeiros quantificadores existenciais em (11.3) consideremos os termos

ry = Ar.(qyaaz)

1=
"Sx
Il
>~
[
=
I
|2
oy
=

Basta vermos que

: (11.4)
(11.5)

Vamos s6 ver (11.4) porque (11.5) é andlogo. O antecedente de (11.4) equivale a
dz < Xﬁzfz—'AM@, ggQAi). Daqui e de (11.1) sai L, como pretendido.

-AV A Temos
(FAVAM =YY, 232,y 32 Qa-An(Z, Y E)V Au(2, y)).

Os termos

|
>



estao nas condicoes pretendidas.

VzA(z) — A(t) Provamos por indugao na complexidade das férmulas que AM[t/z] =
Alt/z]M. Temos

V2A(2) — A()]Y
VY, 2’ Fw, g[élu? Z <w,z—Vz <wApy(Z,

I~

Wz, 2) V A (2, ' (1))

Seja t um majorante do termo fechado Al .¢(l). Portanto ¢ <
Vejamos que os termos

tw = Aa,Y,2' . (la),
tz = )\Q,X,I_J--Z_Ja
ty = Ao, Y,z [Y(la)2'],

estao nas condigoes pretendidas, isto é, sao fechados (6bvio), mondtonos (verificamos
usando a generalizacao de RLg e atendendo ¢ <t) e verificam

HA5’<] + B-LEM F vaw 2'Vli<a

0 que com estes termos equivale a

HAS, + B-LEM F VaVY, 2'VI < a

%), € Provemos AM( Y (ta)a! t(’l))

Qg e -3, & Ata, 2’ ~Vz <Ay (Z, YOI, 2), isto
z, a)zr,
emos tomar este z porque (1) <ta).

3
|
~
L@
=
|
H\
(@)
N
|
~
/'\
o)
o
oL

(BvAM = Vo', 23y, y[Bu(a',y) vV Aul(z, y)).
Por hipétese de indugao, existem termos fechados mondtonos ¢ de tais que

HASg + B-LEM - Va,, 2Vis < asdy(z, gaaz).

Os termos

|~
~
|

/
AQAB? ,x. Q7

|+
<
Il

)\QABv Lla L. (g@Aﬁ%

(onde o uplo O tem tipo apropriado) estao nas condigbes pretendidas.
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AVA = A Temos

AM = VzIyAy(z,y),
(AvAM = Vz, ’glg,y’[AM(g,g)\/AM(g’,y_’)].

Por hipétese de indugao, existem termos fechados mondtonos ¢, e g, tais que

HAS, + B-LEM - Va, 2V1 < a[Ay(z, gyazz) V Ay(z, gy azz)).
Pelo lema da monotonia e pelo lema 134 verificamos que os termos
‘= Aa,r. max(q,arx,q,arx)

estao nas condigoes pretendidas.

AV (BVC) = (AV B)VvC Temos

[Av(BVOM = Vz,2,2"3y.y ’[AM(LQ) V (Bu(z',y') vV Cul2”, y"))],
[(AvB)VCIM = Vo, 2/, 2"3y,y /

E facil verificar que os mesmos termos que, por hipdtese de indugao, servem para a
[AV (B V)M também servem para [(AV B) Vv C]M

AV B,-AVvC = BV (C Temos

(A\/ B)M _/[AM(£7E7LA\BC) Vv BM(L/Jy_/)L
(_'A \ C)M = gza f_ﬂg@, y// [éli Sl gﬁA (i‘ Yj lA\BC) vV CM<$,/a y”)]v
'

(BvOM = Vo', 2”3y, y"[Bu(z, y) v Cula?, y")).

Il
<7
=
=,
LI
s
<

que

HAS + B-LEM + Vaup, 2,2'Viag < aap

[An(z, qyaapza’, Lase) V Bu(2, ¢y aapra’)], (11.6)
HASg + B-LEM + Vaac,Y,2"Viae Q aac[32 <rpaacY a”’—Ay(2,YE, Lape) V
Cu(z”, ryraacY 2”)]. (11.7)

Para simplificar a notagao, no resto desta alinea onde aparecer

devemos entender, respectivamente,
4yO1\Bc@AB\(A\BC)s QyOa\Bcaap\(A\Bo)s TzOa\BoAC\(A\BC), Ty Oa\BOGAC\(A\BC);
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isto é, em QyaAB, §y QAB, TzQAC € Ty QAC estamos a substituir os a A\BC (que
supomos serem as primeira variaveis dos uplos asp e aac) por O A\BC € a nao alterar
as restantes varidveis desses uplos. Seja p := Az . (¢,Oazz’). Vejamos que os termos

ty = Aape, 2’2" [gq
14 r

R /
= AQBC; L,L .

isto ¢, sdo fechados (6bvio), monétonos (resulta da monotonia de g, gy, T4, Ty, P
e O) e verificam

HAS + B-LEM I Vape, 2, 2"Vipe D ape[Bu (2, tyapoz's”) Vv Cu(z”, tyrapea's”)),
0 que com estes termos equivale a

HAS, + B-LEM F Vape, 2/, 2"Vipe < ape
[Bu (2!, qy Oa(ryOapaz”)a’) v Cu(z”, 1y Oapa”)].

Suponhamos apc, 2', 2" <ape, 2', 2", Ipc < ape, ~Cu(z”,ry Oapx”) e provemos
BM(x qy/(’)a(r Oapa")x’ ) Pondo aa\pc = laxpc = Oape e Y =pem (11.7) e
atendendo as nossas suposicoes sai

3z <r,Oapz

Aplicamos agora o lema da monotonia de M: como = <r,Oapz”, entao qy Qaza’ Qazx' <
L a

gy Oa(r,Oapa”)z’, logo temos BM( Qﬂ)g) como pretendido.

AV B = VYzAV B Temos

(AvB)M = Va, 23y, y'[Au(z,y) vV Bu(, y)),
(VzAV B)M = vYuw §$_§y y' Ve SwApn(z,y) vV Bu(z!, y')).

Vejamos o caso z € FV(A). Sejam [ as variaveis de F'V(VzA V B) (logo [, z sdo
as variaveis de F'V(A V B)). Por hipétese de indugao, existem termos fechados
monotonos qy € qy tais que

HAG + B-LEM FVa,b, z, 'Vl 2 < a,b[Ay(z, qyabza’) V By (2, q abra’)].

Os mesmos termos g, € ¢, estao nas condicoes pretendidas porque (usando as regras
de prenifixacdo) verificam

HAY, + B-LEM F Va,w, z, 'Vl 9 a[Vz <wAy(z, g awza’) V By(2', gy awz ).
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Vejamos o caso z ¢ FV(A). Sejam [ as variaveis de FV(AV B) = FV(VzAV B).
Por hipdtese de indugao, existem termos fechados mondtonos ¢, e g, tais que

HAG, + B- LEM + Va, z, 2'V1 < a[Ay(z, qyazx’)V By(z', qyazxa’)].
Os termos

14

ty = Aa,w,z,2" . (qyar’),

= Aa,w,x,x .

~ =
|
—~
[Es
|
|
|8
=,
~

estao nas condigoes pretendidas porque sao fechados (6bvio), mondtonos (verificamos
usando a generalizagdo de RL4 e atendendo a que g, € g,y sd0 monétonos) e verificam

(basta introduzir as quantificagoes inertes Yw e Vz < w)

HA‘(‘)’S—l—B—LEI\/Il—g’g,w,g,ﬁ‘ﬂﬁg[VzﬁwAM(g,ﬁy wzaz')V By (2, t,y awza’)).

RL4 Este caso é anédlogo ao feito na demonstragao do teorema da correccao de B.

My, Mo, I1, 3, R, axiomas de =g e de S Todas as férmulas que surgem nestas regras
e axiomas sao limitadas, pelo que coincidem com as suas M-tradugoes. Tal torna

trivial verificar o resultado para estas regras e axiomas.

IR Numa derivagao, uma aplicacao de IR a uma férmula A(z) tal que z & FV (A(z))
pode ser sempre eliminada porque essa aplicacao requeria que tivéssemos derivado
A(0) e permitia derivar A(z). Acontece que A(0) = A(z) (porque z ¢ FV (A(z))),
pelo que nem era preciso aplicarmos IR para derivar A(z). Assim, podemos supor
que quando aplicamos IR a A(z) temos z € FV (A(z)).

Temos

z ;
[A(z) = A(S)M = VY, 232,y B2 Qz-An(Z, Y&, 2) V Au(2, ', S2)],

=
Ny
S
I
—~ <
I
LLI?
Ik
BN
=
I
IS
X

Sejam [ as varidveis de F'V (A(0)) (logol z sdo as varidveis de F'V (A(z) — A(Sz)) =
FV (A(2))). Por hipdtese de indugao, existem termos fechados monétonos g e ry, 7y
tais que B

HAG. + B-LEM Va, zVl < aAy(z, qaz,0), (11.8)
HAS, +B-LEM + Va,b, Y, 2'Vl,2<a,b[3i ryabY o’ —Ay(2,Y 2,2) V
Ay (2!, 1y abY 2!, Sz))]. (11.9)

Seja
pi=Az,a,b. [Ez(gg))\z, 2. max (X, fi/QbX)}.

No que se segue, para manejarmos de forma mais expedita os termos p, convém
termos em mente que para toda a férmula B(w) de HAY, temos

HAG, + B(pOabz) < B(gaz),
HAS, + B(p(Sz)abz) < B

VS

max (ngbg, zyilgb(ngb)g))
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Vejamos que
HAg g + B-LEM k- Va,bV1, 2 < a, Wz Ay (z, pzabz, 2). (11.10)

Para tal, supomos a, b<la, b, [, z<a, b e provamos VzA (a, pzaba, z) por indugao em z.
O caso base resulta facilmente de (11.8). Vejamos o passo de indug¢do. Suponhamos

Vo Ay (z, pzabz, z). Pondo Y = pzab em (11.9) (podemos escolher este Y porque

ele é mondtono como veremos adiante) vem QQAM (g, zggb(gng)g7 Sz). Pelo lema
da monotonia de M e pelo lema 149 vem

YAy (z max (pzabz, r, ab(pzab)z), 52) :

isto é, Vaz Ay (z, pzabz, 2)][Sz/z], como pretendido. Fica provado (11.10).
Pelo lema da monotonia e pela monotonia de max (lema 149), de (11.10) vem

HAG< + B-LEM Va,b,zVl,z < a, bAn(z, pbabz, ). (11.11)
(substituimos 2 por b em pzabz). Entao os termos

t:=Xa,b,z.(pbabzx)

verificam
HAG, + B-LEM = Va, b, 2Vl 2 < a,bAy (2, tabz, 2).

E 6bvio que sao fechados.
Quanto a monotonia destes termos, comecamos por demonstrar que p é mondtono.
Para tal, provamos por dupla indugao

HAS E B(z,2) =202 ANa<dd ANb <LV — pzab < p2d'l.

L. HAG4 F B(0,2") Demonstramos B(0, 2') por indugao em z’. O case base ¢

derivével porque o seu consequente equivale a ga < qa’, que resulta por M, da
monotonia de ¢. O passo de indugao resulta do lema 149 e da monotonia de

Ty

2. HAG, = B(z,0) Demonstramos B(z,0) por indugao em z. O caso base ¢ o

mesmo da alinea anterior. Para o passo de inducao basta notar que o ante-
cedente de B(Sz,0) é “falso” devido a condi¢ao Sz <, 0 (pois dela pelo lema
130 vem Sz =¢ 0, contrariando o axioma Sz # 0).

3. HA . F B(z,2') — B(Sz,5%2') Suponhamos B(z,2') e o antecedente de
B(Sz,S%"). Neste antecedente, a condi¢do Sz <y Sz’ equivale a z <y 2’ (pelo
lema 130), pelo que o antecedente de B(Sz,Sz") é equivalente ao antecedente
de B(z,z'). Portanto temos o consequente de B(z, z'), pzab < pz'a’b’. Daqui

pela monotonia de max e de r, sai o consequente de B(Sz, Sz').
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Pela generalizagao de RLg vem p < p, donde ¢é facil provar que os termos t sao
monotonos.

By Tratemos da implicacao da esquerda para a direita de By. Temos

V2 <gA — Vz(z <qg — A)M =

r = )\Q,

estao nas condigoes pretendidas, isto é, sao fechados (6bvio), mondtonos (verificamos
usando a generalizagao de RL4) e verificam

HAS, + B-LEM - Va, Y ,w, 2'Vl < a
E@ﬁ t,aYwr' —Vz<qAy(z, Ya:)\/v,z<1w(—|z<1q\/AM(£ tyaYw g))}

o que com estes termos equivale a

HAS, + B-LEM - Va, Y, w, 2'Vl < a
[é@ 2’ -Vz<QqAn (2, Y E)VV2d w(—|z dqV Ay(2, Y )

J-
Suponhamos a,Y ., w, 2’ <a,Y,w, 2, | <ae—-3F < z/-Vz < qAn(Z,Y ), isto
9:%<lx’Vz<1qAM(i ) e Provemos Vzglw(—'zﬁq\/AM(g,Yx) Pondoz =2'v
‘v’z(—|2<1q\/AM( ' )) pelo que em particular temos Vzﬂw(—'zﬁq\/ Mm@
como pretendido.

Tratemos da implicagao da direita para a esquerda de By. Temos

3”

')

V2(z Qg — A) — Vz D qAM E%X,ﬁgw,g,y_'
30,2 dw, 2z Q@(~z Qg V An(E, Yoz)) VVz QgAu(e, y)].

Seja ¢ um majorante do termo fechado Al.¢(l). Temos § <G ese [ <a — q(l) < qa.
Vejamos que os termos

ty = Ma,Y.2' . (qa),
t: = Ao, Y,z . 2,
ty = Xa,Y,2 .[Y(Ga)z]

estao nas condigoes pretendidas, isto é, sao fechados (6bvio), mondtonos (verificamos
usando a generaliza¢do de RLg e atendendo a ¢ < §) e verificam

HAY, + B-LEM H%a Y.,2'Vi<a
[glﬁ) z <t,aYa t,aYa'—Vz (—|z<q\/AM(i Yw i))
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0 que com estes termos equivale a

e provemos C'. Basta tomar w = ga e
(porque ¢ < Ga).
B-bAC Temos

(—Va3y A

)

(éY%z‘v’x dzdy < YZAZ)M

VU030 < vV < 030 < Uv—Vy < a- A,
VU Iv—Vo < oVa < vdy S UDA,,
VIWIVIV QV-VY QVIH<S WV

——[-Y QY V I Di—Vz Qb

(-2 < zVVr dzVy IYz-A4)]
YW3V3V QVIY 9V

Vz < WVVz < zdy AYz A,

YU, W3v, V(Yo QuVe 103y S UDA; —
W avVIY 9V

Vz I WVVz < 23y AY zZA)).

(Vz3yA; — IYVaVe <23y QY 2A)M

Os termos

to

ty

estao nas condigoes pretendidas.

bCC Temos
(-Vz3y Swvz < zA)Y = JuIda <u-Vz < ady QuwVz Dz A
 Ju-Ty QwVz < ud,
Qy SwvzA)M = Vo-Vy <w3s <v-Va 404,
e~ Yoy SwVz duA,
[Vw(-Vz3y QwVz < zA v Iy QuwVzA)M = Vb, vIuVw Qa(Fy <wVz D ud; —
Jy SwVz QvA,).

Os termos



estao nas condicoes pretendidas.

MAJ Temos
VaTy(z < )M = VuIwVe < udn < w—Vy < o-x D y.
O termo
t:=Au.u
estd nas condigoes pretendidas. Il

Teorema 193 (da caracterizagao de M). Para toda a formula A de PAG,, temos
PA§ 4+ B-bAC + bCC+ MAJ - A — AY.

Demonstragao. Fazemos a demonstracao por indugao na complexidade das féormulas.

Férmulas atémicas Neste caso temos A = AM | pelo que o resultado é ébvio.

—=A Temos

AM = 9@
(A = VY 3zIF Qa-Ay(E, Y E).

Usando a hipdtese de inducao na primeira equivaléncia, By, B3 e regras de prenifixa-
¢ao na segunda equivaléncia, B-bAC (generalizado a uplos) na implicac¢do da direita
para a esquerda da terceira equivaléncia e MAJ na implicacao da esquerda para a
direita da mesma equivaléncia, By, B3 e regras de prenifixacao na quarta equivalén-
cia, pondo = I na implicagao da direita para a esquerda da quinta equivaléncia,
pondo £ = x e mudando de variavel de z para T na implicagao da esquerda para a
direita da sexta equivaléncia, usando o lema da monotonia de M na implicacao da
direita para a esquerda da sétima equivaléncia e leis da negacao dos quantificados
na oitava equivaléncia, temos

PAS, + B-bAC +bCC+ MAJ A « —AM
< WVrdylz dz —y dy AAu(z,y)]
o -JYVive <idy<QYi
29z —y<yAAulz,y)
o —IYViEvVe 93y <Y iAy(z,y)
— —IYVidy AYEAu(E,y)
o —IYVaVEi Qady <Y EAy(Z,y)
— —3YVaVi dzAy(i, Vi)
e (nAM

AV B Demonstramos este caso facilmente usando as regras de prenifixacao.
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Vz <tA Temos

AM = g’gélgAM(g, Y),
(V2 <tAM = VadyVz StAy(z,y).
Usando a hipétese de inducao na primeira equivaléncia, o contra-reciproco de bCC
na implicagao da esquerda para a direita da terceira equivaléncia (s6 no caso t Jt,
pois no caso —t <t temos Vajvz JtTy<gA (z,y), isto é, VoIV z[z <t — <A (z.y)],
devido a z <t ser “falso” porque z <t — ¢t <t) e o lema da monotonia de M na
implicacao da esquerda para a direita da quarta equivaléncia, temos

PAY. + B-bAC + bCC + MAJ F V2 A« Yz <tAM

VaVz 93y Az, y)
Vz3gvz 3y < gAu(z, y)
VaIgvz < tAu(z, )

(V2 QtA)M.

111 171

VzA Temos

AM = QQEIQAM(LQ),
(VzAM = Qw,gészﬁwAM(g,g).

Usando a hipotese de indugao na primeira equivaléncia, MAJ na implicacao da direita
para a esquerda da segunda equivaléncia, contra-reciproco de bCC na implicagao da
esquerda para a direita da quarta equivaléncia, e o lema da monotonia de M na
implicacao da esquerda para a direita da quinta equivaléncia, temos

PAY, + B-bAC + bCC+ MAJ FVzA « VzAM
— Qw‘v’zﬂwg’gggAM(g,g)
o YuVzVz < wglgAM(g,g)
PN Qw‘ggégg’z < wélg < QAM(L g)
- (VzAM. O

Observacao 194. Analogamente a observacao 73, podemos concluir que no teorema
da correccao de M nao faltam principios.

Teorema 195 (da extrac¢ao de programas por M). Seja Aj(x,y) uma férmula
limitada de PAS4 tal que FV(A) = {z,y}. Se

PA2_ + B-bAC + bCC + MAJ - Va3y A, (z, y),

entao existe um termo fechado mondtono t de HAG,, que pode ser calculado a partir
de uma derivagao de VYx3yA,(z,y), tal que

HASg + B-LEM - VuVa S w3y < twA(z,y).
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Demonstracdo. Temos [VzIyA;(z,y)]M = YwIzVe < w3z < 23y < Z4,(z,y). Pelo
teorema da correcgao de M existe um termo fechado mondtono ¢ tal que (atendendo
a que FV (Va3yA(z,y)) = 0) HA§, + B-LEM - Vuwvz Qw3z < twIy < EA(z,y), o
que equivale a tese do enunciado. Il

Teorema 196 (da conservacao por M). Seja Ay uma férmula limitada de PAG,. Se
PAG< + B-bAC + bCC + MAJ I Vady Ay,

entao HAG4 + B-LEM + MAJ F VzIy A;.

Demonstracao. Repetindo os argumentos do teorema da extraccao de programas
por M, obtemos HAj + B-LEM + VaVl < aVwVe < w3z < tawdy < ZA;, onde
| sdo as varidveis de F'V(Vzx3dyA;). Daqui, com a ajuda de MAJ, sai facilmente o
resultado. O

Observagao 197. No artigo [Ferreira 2007], em vez dos principios B-bAC e bCC,
sao usados o arioma da escolha mondtono

mAC :  Va’3y A, — JY V2P Ty <Yz Ay,

(mAC vem do inglés monotone aziom of choice) onde A; é uma férmula limitada de
PAG<, € o principio da colecgao limitado

bC: VxdzdyA, — JuVz < 23y <wA;,

(bC vem do inglés bounded collection principle) onde também A; é uma férmula

limitada de PAg4. Usar uns ou outros principios é indiferente ja que as teorias
PAy + B-bAC+ bCC+ MAJ e PAj 5+ mAC+ bC+ MAJ sao iguais. Por uma questao

de uniformidade com os principios usados na B-traducao, preferimos usar B-bAC e

bCC.

11.2 Interpretacao funcional limitada a Shoenfield
modificada

Nesta sec¢ao vamos explicitar uma observacao em [Ferreira 2007] e estender a M

a uma linguagem baseada em —, A, V e V, analogamente ao que fizemos com S.

Definigao 198. Para cada formula A de PAg4 baseado em —, A, V e V, definimos
as formulas AMm e Ay, de PAj<, a primeira delas chamada interpretagao funcional
limitada a Shoenfield modificada de A, por indugao na complexidade das férmulas.

1. Se A é férmula atémica, entdao AMm = QQQQAMWL(L g) = A onde z e y sao
uplos vazios.
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Suponhamos que j& definimos AMm = %’@élgfl M, (T
Entao:

2. (mA)Mn = VY Iz (A, (Y, z) = VY I3z < a-Ap,, (2, Y F);

6. (VzA)Mm = Y, gélg(VzA)Mm(w, z,y) = Y, gélgv,z QLwAn, (2,y);

Numa interpretacio AMm» = 9@ glyA M, (Z,7y), supomos que as varidveis z,y sao
distintas e néo ocorrem livres em A. B B

Se estivermos a encarar AMm e A, como férmulas baseadas em —, A, V e V, entao
o simbolo — que surge na alinea 2 é um simbolo primitivo e os simbolos VzC e 320
que surgem em todas as alineas s@o abreviaturas de Vz(—z<2V (') e =Vz—(2 <z AC),
respectivamente.

Se estivermos a encarar AMm e A, como baseadas em L, A, V, —, V e 3 (por
exemplo, como férmulas de HAS ), entéo o simbolo — que surge ¢ um simbolo definido
e os simbolos ¥VzC' e 32C sao abreviaturas de Vz(z <z — C) e 3z(z <z A O),
respectivamente, ndo de Vz(—z <z V C) e =Vz—(z J 2 A C), respectivamente.

Observacgao 199. Demonstramos facilmente por indugao na complexidade das for-
mulas que Ay, ¢ uma férmula limitada e que se A; ¢ uma férmula limitada de PA7,
entdao (A)Mm = (A, = Ar

O lema da monotonia de M estende-se facilmente a M,,.

Lema 200 (da monotonia de M,,). Para toda a formula A de PAG,, temos

Demonstracao. A demonstragao é analoga a do lema da monotonia de M, tratando-
-se o caso da conjuncao de forma analogo ao caso da disjuncao. O]

Teorema 201 (da correccao de M,y,). Sejam A uma formula arbitrdria de PAg, [

todas as varidveis livres de A e AMm = ‘agﬂylAMm @y). Se PAG4+B-bAC+bCC+MAJ -
A, entao existe um uplo de termos fechados mondtonos t de HAG,, que pode ser
calculado a partir de uma derivacao de A, tal que

HAGq + B-LEM Va, 2Vl < aAy, (z,tax).
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Demonstracao. Fazemos a demonstragao por inducao no comprimento das deriva-
¢oes, construindo explicitamente os termos t. Todos os casos sao analogos aos do
teorema da correccao de M, excepto os seguintes.

AANB — A Temos

32,7 9,2/~ (Awn, (2, YET) A By, (2. Y 2F)) V Ay, (2", y")]
Os termos
ty = A, Y, Y 2" 2",
ly = Aa,Y, Y 2" .0,
ty = A YY" (Yi"O),

(onde o uplo O tem tipo apropriado) estao nas condigoes pretendidas (pode ser titil
aplicar B-LEM a Ay, (2", Y 2" O)).

AN B — B Este caso é andlogo ao caso anterior.

A — (B— AN B) Temos

Os termos
Eg == AQJX?K)'I_//J‘/E_/N flf_//,
2_57’ == A&X»K,ﬂ?_”,if_m x_///’
Z " == AQ; Xy Ka 'T_”a I'”/ . (Xl )
Ly = Aa, Y, Y 2" 2" (Y 2",

estao nas condigoes pretendidas (pode ser util aplicar B-LEM a Ay, (2”,Y 2") e a
B, (2, Y 2")).

By Na demonstragao do teorema da correccao de M (i) demo-nos a algum trabalho
ao argumentar que para ver que ha termos que funcionam para A < B, basta ver
que os hé para A — B e B — A, e (ii) usdmos esse facto ao verificar que hé termos
que funcionam para By. No caso de M,, a parte (i) é 6bvia e a parte (ii) é andloga.

B-bAC Este caso ¢ andlogo ao feito no teorema da correcgao de M, com a tnica
diferenca de a traducao de FYVzVe < zdy IYzA; ser

(FYVaVa <23y A YzA)M = YWIVIV IV-VY QVIo I WV
Y QY AVz2 Qw(—z2 D2V Ve dz2-Vy Y24
o YW3IVIV QVIY 4V
Vz < WVVz dzdy <YzA,. O
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Teorema 202 (da caracterizagao de M,,). Para toda a formula A de PAS, temos

PAS + B-bAC + bCC+ MAJ - A — AMm,

Demonstracao. Fazemos a demonstracao por inducao na complexidade das féormulas.
Basta entender a demonstracao do teorema da caracterizagao de M ao caso A A B,
o que fazemos analogamente ao caso AV B. [

Observagao 203. Analogamente a observacao 73, podemos concluir que no teorema
da correccao de M, nao faltam principios.

11.3 Equivaléncia entre as interpretacoes funcio-
nais limitadas a Shoenfield

Vamos demonstrar a equivaléncia entre M e M, de forma bastante semelhante
a demonstracao da proposicao 123 sobre a equivaléncia entre S, S,, € Sym.

Proposigao 204 (equivaléncia entre M e M,,). Para toda a formula A de PAG,
baseado em —, N\, V eV, temos

HAg< + B-bAC + bIP + bM + MAJ + B-LEM F A s AMm,

onde ao calcularmos AM encaramos N\ como simbolo definido.

Demonstragao. Pelos teoremas da caracterizagao de M e M,,, temos PAF4+B-bAC+
bCC+MAJ - AM — AMm  Digamos que AM = g’flgAM@,g) e AMm = Q’g’ély_’AMm @y,
onde z = xy,...,2, ¢ 2 = 2,...,2,. Daqui, pelo teorema da correcgdo de Ku,
vem

HAG4 + B-bAC + bIP + bM + MAJ F (AM 5 AMm)Ku

_‘_‘[vxl_‘_‘(-rl dry — - — \V/xm_‘_‘(xm Xy — gg(AM)Ku(iag)) =

J/

g

E(AA/I)KU,

Voi—= (2 Q2 — - — V:E;L—'ﬁ(:vln <z, — éy_/(AMm)Ku(ﬂla ?J_/)) } (11.12)

E(A];Irm)Ku
Como intuicionisticamente temos —=—(B A C') <> ==B A ==C e¢ =-—=(B — () <
(==B — —==(), entdo também temos -—(B < C) < (—-—B < —~C). Portanto,
de (11.12) vem

Vejamos HAGg + bM + B-LEM + (AM)%* — AM. Para derivarmos a implicagao
da esquerda para a direita usamos ——VzB — Vz—-—-B e -=(B — C) — (B —
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=) (que valem intuicionisticamente) para passarmos todas as duplas negagoes de
(AM)Eu para antes de Jy, obtendo Yz ——---=-3y(An)ku(z,y). Depois usamos
———=B — =B (que vale intuicionisticamente) para obter Qg—mglg(AM)Ku(g, Y).
De seguida usamos a proposicao 161 para obter Qgglgﬁ—élg < z(Am)xu(z, Y),
onde (Ay) gu(x,y) ainda é uma férmula limitada. Depois usamos B-LEM para obter

gﬁgéyji(AM)Ku@,g) Agora usamos usamos HAG,+B-LEM = (Ay) ku (@) < Ap(zy)
(provamos HAG4 + B-LEM F (A4;) k. < A; facilmente por indugdo na complexidade

das férmulas limitadas A;) para obter Qgégﬁg < zApn(z,y). Finalmente, usamos o
lema da monotonia de M para obter QgggAM(@, z), 0 que equivale a AM.

Para derivarmos a implicagao da direita para a esquerda basta usarmos HA{, +
B-LEM + (Ay)ku(z,y) < An(z,y) para de AM = Q’gélgAM(g,g) obtermos
‘aggg(AM) ku(Z,y) e depois usarmos B — =B (que vale intuicionisticamente) para

introduzirmos duplas negacoes e obtermos (AM)&u.
Analogamente provamos HAG + bM + B-LEM = (AMm)RKu s AMm,

A partir de HAS, + bM + B-LEM b (AM)K" < AM HAZ_ + bM + B-LEM F

(AMm)Eu y AMm ¢ (11.13) concluimos o resultado. O
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3 (primitivo)
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implicacao em meta-nivel, pagina 17
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HAG4

PA:
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field para a logica classica a partir de I', pagina 24

a férmula A é derivavel pelo sistema de dedugao formal de Shoen-
field para a logica classica modificado a partir de I', pagina 25

aritmética de Heyting em todos os tipos finitos com tratamento
minimal da igualdade, pagina 32

aritmética de Heyting em todos os tipos finitos com tratamento
minimal da igualdade e majoracao intensional, pagina 121

aritmética de Peano em todos os tipos finitos com tratamento mi-
nimal da igualdade, pagina 34
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0 (simbolo)

S (simbolo)

aritmética de Peano em todos os tipos finitos com tratamento mi-
nimal da igualdade e majoracao intensional, pagina 122

igualdade entre termos de tipo 0, pagina 32

desigualdade entre termos de tipo 0, pagina 117

majoracao intensional entre termos de tipo p, pagina 121
majoracao de Howard-Bezem entre termos de tipo p, pagina 146
zero, pagina 32

sucessor, pagina 32

projector de tipo p7p, pagina 32
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R, = (Ri)p,---,(R), uplo, de tipo p(p'0p*)p'0, de recursores, pagina 32

AC
bAC
B-bAC
bC

funcao primitiva recursiva inicial zero, pagina 50
fungao primitiva recursiva inicial identicamente nula, pagina 50
fungao primitiva recursiva sucessor, pagina 50

funcao primitiva recursiva inicial que projecta a i-ésima compo-
nente de um k-uplo, pagina 50

adicao ou termo induzido por ela, pagina 54
multiplicagao ou termo induzido por ela, pagina 54

“complemento” da funcao sinal ou termo induzido por ele, pa-
gina 54

funcao predecessor ou termo induzido por ela, pagina 54
subtraccao truncada ou termo induzido por ela, pagina 54

fungao valor absoluto da diferenca ou termo induzido por ela, pa-
gina 54

axioma da escolha, pagina 62
axioma da escolha limitado, pagina 133
axioma da escolha limitado para férmulas limitadas, pagina 133

principio da coleccao limitado, pagina 168
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bCC
bIP
B-LEM

~ =

O W@

Kr,,

principio da contra-coleccao limitado, pagina 134

principio da independéncia das premissas limitado, pagina 134
lei do terceiro excluido para férmulas limitadas, pagina 133
principio de Markov limitado, pagina 134

principio da disjuncao universal, pagina 134

axioma de inducao, pagina 34

principio da independéncia das premissas para formulas universais
puras, pagina 63

regra de inducao, pagina 35

lei da dupla negagao, pagina 28

lei do terceiro excluido, pagina 22

principio de Markov, pagina 63

axioma da escolha mondtono, pagina 168

axioma da majoracao, pagina 134

axioma da escolha sem quantificadores, pagina 62

regra que governa <, pagina 122

axioma que governa a quantificagao universal limitada, pagina 122
axioma que governa a quantificagao existencial limitada, pagina 122
primeiro axioma que governa <, pagina 122

segundo axioma que governa <, pagina 122

axiomas dos projectores, pagina 33

axiomas dos combinadores, pagina 33

axiomas dos recursores, pagina 33

interpretacao funcional limitada, pagina 137

interpretacao funcional de Godel, pagina 67

traducao negativa de Krivine, pagina 87

tradugao negativa de Krivine modificada, pagina 91
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Ku traducao negativa de Kuroda, pagina 83

M, interpretacao funcional limitada a Shoenfield modificada, pagina 168

M interpretacao funcional limitada a Shoenfield, pagina 155

S (tradugdo) traducao de Shoenfield, pdgina 95

S primeira traducao de Shoenfield modificada, pagina 104

Sm segunda tradugao de Shoenfield modificada, pagina 106

T conjunto de todos os tipos finitos, pagina 30

Az .t M-abstraccao dos termos t relativamente as variaveis z, pagina 40

(@) Az .0, pagina 42

T teoria de Godel, pagina 40

ta, termo tal que t4,, =¢ 0 < A, pdgina 59

_(") termos de descodificagao, pagina 136

e termo de codificacao, pagina 136

Ay formula atomica, pagina 33

Agq formula sem quantificadores, pagina 52

Ft funcao induzida pelo termo t fechado de tipo 0-- -0, pagina 49

Tf termo induzido pela funcao primitiva recursiva f, pagina 50

FV(A) conjunto das variaveis livres da féormula A, pagina 18

FV(t) conjunto das variaveis que ocorrem no termo ¢, pagina 18

A(D) conjunto dos nodos da deducao D cujas etiquetas sao hipdteses
abertas, pagina 20

F(D) conjunto dos nodos da deducao D cujas etiquetas sao hipdteses
fechadas, pagina 20

A=B igualdade sintactica entre as formulas A e B, pagina 17

t=gq igualdade sintactica entre os termos t e ¢, pagina 17

max, maximo entre termos de tipo p, pagina 120

Mt majorante do termo ¢, pagina 132
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|+ I

SN

“candidato” a majorante de x, pagina 131

substituicao simultanea das varidveis x pelos termos ¢ na férmula
A, pagina 17

substituicao simultanea das variaveis z pelos termos ¢t no termo g,
pagina 17

uplo (eventualmente vazio) py, ..., pr de tipos, pagina 31
uplo de tipos p pela ordem inversa, pagina 31
uplo (eventualmente vazio) ti,...,t, de termos, pagina 17

regra “de A infere-se B”, pagina 18
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