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1 Contexto histórico

Nќ final do século XIX e no início do século XX fo-
ram descobertos vários paradoxos em matemá-

tica que mostraram a necessidade de fundamentar a ma-
temática em bases rigorosas e contribuíram para a cha-
mada Crise dos Fundamentos da Matemática [7]. Veja-
mos dois desses paradoxos.

Função de Weierstrass Até 1872, os matemáticos ti-
nham a intuição de que qualquer função contínua
𝑓 ∶ ℝ → ℝ tinha de ser derivável em “quase todos”
os pontos de ℝ [19]. Em 1872, o matemático ale-
mão Karl Weierstrass (1815–1897) [11] surpreendeu
ao apresentar a função 𝑓 (𝑥) = ∑∞

𝑛=0 𝑎𝑛 cos(𝑏𝑛𝜋𝑥)
(onde 0 < 𝑎 < 1, 𝑏 é í mpar e 𝑎𝑏 > 1 + 3𝜋/2) que é
contí nua em todos os pontos de ℝ e derivável em
nenhum ponto de ℝ [19]. Ver Figura 1.

Paradoxo de Russell Até 1901, os matemáticos tinham
a intuição de que dada qualquer propriedade 𝑃(𝑥),
era possível formar o conjunto {𝑥 ∶ 𝑃(𝑥)} [17].
Em 1901, o matemático britânico Bertrand Russell
(1872–1970) [2] surpreendeu descobrindo um pa-
radoxo: tomando 𝑃(𝑥) como sendo a propriedade
𝑥 ∉ 𝑥, poderíamos formar o conjunto 𝑋 = {𝑥 ∶
𝑥 ∉ 𝑥}, para o qual temos a contradição 𝑋 ∈ 𝑋 ⇔
𝑋 ∉ 𝑋 [17]. Ver Figura 2.

Figura 1: Gráfico da Função de Weierstrass com 𝑎 =
0,52 e 𝑏 = 11 entre 𝑥 = 0 e 𝑥 = 2.

𝑋 = {𝑥 ∶ 𝑥 ∉ 𝑥}

𝑋 ∈ 𝑋 ⇔ 𝑋 ∉ 𝑋

Figura 2: Paradoxo de Russell.

O matemático alemão David Hilbert (1862–1943) [5]
propôs o chamado Programa de Hilbert para resolver a
Crise dos Fundamentos da Matemática [9]. O Programa
de Hilbert consiste em fundamentar a matemática num
sistema com certas componentes e propriedades.

As componentes são as seguintes [9].

Linguagem O sistema deve ter uma linguagem rigo-
rosamente definida na qual escrevemos as afirma-
ções em matemática (ficando em aberto qual é exa-
tamente a linguagem).

Regras O sistema deve ter um conjunto de regras ri-
gorosamente definidas com as quais manipulamos
as afirmações (ficando em aberto quais são exata-
mente as regras).
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As propriedades são as seguintes [9].

Completude O sistema deve demonstrar ou refutar
(isto é, demonstrar a negação de) qualquer afirma-
ção.

Consistência O sistema não deve demonstrar contra-
dições e tal facto deve ser demonstrado “finitistica-
mente” (isto é, por métodos que operam sobre ob-
jetos finitos e concretos, ficando em aberto o signi-
ficado exato de “finitisticamente”).

Conservação O sistema deve ser tal que resultados so-
bre objetos “reais” (isto é, objetos finitos e concre-
tos, ficando em aberto o significado exato de “re-
ais”) que sejam demonstrados usando objetos “ide-
ais” (isto é, objetos infinitos ou abstratos, ficando
em aberto o significado exato de “ideais”) devem
poder ser demonstrados usando só objetos “reais”.

Decidibilidade Deve existir um algoritmo que decida se
uma afirmação é demonstrável ou refutável (esta
propriedade é essencialmente uma consequência
da completude [6]).

Em 1930, numa conferência em que participa-
ram Hilbert e o matemático austríaco Kurt Gödel
(1906–1978) [12], Hilbert proferiu um discurso em que
reafirmou o Programa de Hilbert enquanto Gödel anun-
ciou o seu Primeiro Teorema da Incompletude que
(como veremos adiante) mostra que o Programa de Hil-
bert é inexequível [8].

2 Enunciado

Quando falarmos de fórmulas, estamos a considerar as
fórmulas que se escrevem usando a negação ¬, a con-
junção ∧, a disjunção ∨, a implicação →, a equivalên-
cia ↔, o quantificador universal ∀, o quantificador exis-
tencial ∃, o zero 0, as variáveis 𝑥, 𝑦, 𝑧, …, a igualdade =,
o sucessor S, a adição +, a multiplicação ⋅ e possivel-
mente outros sí mbolos como < e ∈ [16]. Dizemos que
uma fórmula é fechada [18] se e só se a fórmula não tem
variáveis não quantificadas. Escrevemos 𝑇 ⊢ 𝐹 para di-
zer que uma teoria 𝑇 demonstra uma fórmula 𝐹.

Para compreender o enunciado do Primeiro Teorema
da Incompletude de Gödel precisamos de introduzir as
seguintes quatro noções que ocorrem no enunciado.

Aritmética de Robinson AAritmética de RobinsonQ [16]
é a teoria com os seguintes axiomas:

∀𝑥 ¬(S𝑥 = 0) ,

∀𝑥, 𝑦 (S𝑥 = S𝑦 → 𝑥 = 𝑦) ,

∀𝑦 (𝑦 = 0 ∨ ∃𝑥 S𝑥 = 𝑦) ,

∀𝑥 𝑥 + 0 = 𝑥 ,

∀𝑥, 𝑦 𝑥 + S𝑦 = S(𝑥 + 𝑦) ,

∀𝑥 𝑥 ⋅ 0 = 0 ,

∀𝑥, 𝑦 𝑥 ⋅ S𝑦 = 𝑥 ⋅ 𝑦 + 𝑥 .

Conter Q é o padrão do que significa ser capaz de
expressar aritmética elementar [8]. Por exemplo, a
Aritmética de Peano e a Teoria dos Conjuntos de
Zermelo-Fraenkel contêm Q.

Teoria consistente Dizemos que uma teoria 𝑇 é consis-
tente [4] se e só se não existe uma fórmula 𝐹 fe-
chada tal que 𝑇 ⊢ 𝐹 e 𝑇 ⊢ ¬𝐹, ou equivalente-
mente (supondo que 𝑇 contêm Q), 𝑇 ⊬ 0 = 1 (onde
1 = S0). É desejável que uma teoria seja consis-
tente porque uma teoria inconsistente demonstra
falsidades (porque demonstra as fórmulas 𝐹 e ¬𝐹
e uma delas será falsa). Por exemplo, quase todos
os matemáticos acreditam que a Aritmética de Pe-
ano e a Teoria dos Conjuntos de Zermelo-Fraenkel
são teorias consistentes.

Teoria recursivamente axiomatizável Dizemos que
uma teoria é recursivamente [15] axiomatizável [1]
se e só se ela admite um conjunto de axiomas
tal que existe um algoritmo que decide se uma
fórmula é um axioma. É desejável que uma teoria
seja recursivamente axiomatizável porque para
verificarmos se uma demonstração na teoria é
realmente uma demonstração precisamos de,
quando a demonstração apela a uma fórmula
que diz ser um axioma, conseguir verificar que a
fórmula é realmente um axioma [8]. Por exemplo,
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a Aritmética de Peano e a Teoria dos Conjuntos
de Zermelo-Fraenkel são teorias recursivamente
axiomatizáveis [8].

Teoria incompleta Dizemos que uma teoria 𝑇 é incom-
pleta [3] se e só se existe uma fórmula 𝐹 fechada tal
que 𝑇 ⊬ 𝐹 e 𝑇 ⊬ ¬𝐹. É indesejável que uma te-
oria seja incompleta porque tal significa que existe
uma fórmula 𝐹 fechada sobre a qual a teoria é ig-
norante (não consegue demonstrar nem refutar 𝐹).
Por exemplo, a Aritmética de Peano (que não de-
monstra nem refuta o Teorema de Goodstein) e
a Teoria dos Conjuntos de Zermelo-Fraenkel (que
não demonstra nem refuta a Hipótese do Contínuo)
são teorias incompletas [8].

Introduzidas as quatro noções de que precisamos,
estamos finalmente em condições de enunciar o Pri-
meiro Teorema da Incompletude de Gödel (com o enun-
ciado na versão do matemático americano John Rosser
(1907–1989) [10] que é mais simples e forte do que a ver-
são de Gödel, e a demonstração na versão de Gödel).
Este teorema diz, grossomodo, que todas as teorias razoá-
veis para fundamentar a matemática (contendo Q, con-
sistentes e recursivamente axiomatizáveis) são incom-
pletas [8].

Primeiro Teorema da Incompletude de Gödel [8]. Se 𝑇
é uma teoria (1) contendo Q, (2) consistente e (3) recursiva-
mente axiomatizável, então (4) é incompleta.

Demonstração (esboço) [14]. Fazemos a demonstração
com (2) fortalecido para

não existe uma fórmula 𝐹(𝑥) tal que

𝑇 ⊢ 𝐹(𝑛) para 𝑛 = 0, 1, 2, … e 𝑇 ⊢ ∃𝑥 ¬𝐹(𝑥) [13].
(2′)

Fixemos uma enumeração das fórmulas e denotemos
por ̇𝐹 o número da fórmula 𝐹 nessa enumeração. Por
(1), (2′) e (3), existe (omitimos a justificação complicada)
uma fórmula D(𝑥) tal que, para toda a fórmula 𝐹 fe-
chada,

𝑇 ⊢ 𝐹 ⇔ 𝑇 ⊢ D( ̇𝐹) (5)

(informalmente, D( ̇𝐹) expressa 𝑇 ⊢ 𝐹). Existe (omiti-
mos a justificação complicada) uma fórmula 𝐹 fechada

tal que Q ⊢ 𝐹 ↔ ¬D( ̇𝐹), logo, por (1),

𝑇 ⊢ 𝐹 ↔ ¬D( ̇𝐹) (6)

(informalmente, 𝐹 expressa 𝑇 ⊬ 𝐹). Vejamos que 𝑇 ⊬ 𝐹
e 𝑇 ⊬ ¬𝐹, concluindo (4).

• Se 𝑇 ⊢ 𝐹, então 𝑇 ⊢ D( ̇𝐹) por (5), logo 𝑇 ⊢ ¬𝐹 por
(6), contradizendo (2).

• Se 𝑇 ⊢ ¬𝐹, então 𝑇 ⊢ D( ̇𝐹) por (6), logo 𝑇 ⊢ 𝐹 por
(5), contradizendo (2).

3 Discussão

Uma consequência do Primeiro Teorema da Incomple-
tude de Gödel é que todas as teorias matemáticas razoá-
veis para fundamentar a matemática são incompletas, o
que pode ser interpretado como implicando que há li-
mites para o que se pode conhecer matematicamente.

Outra consequência do Primeiro Teorema da Incom-
pletude de Gödel é que o Programa de Hilbert é ine-
xequí vel [8]: o sistema de Hilbert conteria Q (porque
fundamentaria toda a matemática em geral e portanto Q
em particular) e seria consistente e recursivamente axio-
matizável (porque seria decidí vel), logo não poderia ser
completo.

A demonstração do Primeiro Teorema da Comple-
tude de Gödel lembra o Paradoxo do Mentiroso: a afir-
mação «esta afirmação é falsa» não é verdadeira nem
falsa [8]. Realmente, a demonstração usa uma variante
do Paradoxo do Mentiroso em que «esta afirmação é
falsa» é substituí da por uma fórmula 𝐹 que (informal-
mente) diz «esta fórmula é indemonstrável» [8].

Podí amos pensar em tentar tornar uma teoria 𝑇 com-
pleta adicionando-lhe como novo axioma a fórmula 𝐹
(ou ¬𝐹) fechada da demonstração do Primeiro Teorema
da Incompletude de Gödel, que é tal que 𝑇 ⊬ 𝐹 e 𝑇 ⊬
¬𝐹, obtendo uma nova teoria 𝑇′ completa, mas tal não
funciona porque o Primeiro Teorema da Incompletude
de Gödel também se aplica a 𝑇′: a sua demonstração
constrói uma nova fórmula 𝐹′ fechada tal que 𝑇′ ⊬ 𝐹′ e
𝑇′ ⊬ ¬𝐹′ [8].
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Podí amos pensar que uma teoria à qual se aplique o
Primeiro Teorema da Incompletude de Gödel é incom-
pleta por lhe faltarem axiomas, mas o Primeiro Teorema
da Incompletude de Gödel continua a aplicar-se se adi-
cionarmos à teoria um número finito de axiomas (que
mantenham a teoria consistente), ou mesmo um nú-
mero infinito de axiomas desde que a nova teoria ainda
seja recursivamente axiomatizável (e mantenha-se con-
sistente), pelo que a nova teoria ainda é incompleta [8].

Podí amos pensar em tornar uma teoria completa
adicionando-lhe todas as fórmulas fechadas verdadei-
ras como novos axiomas [8]. Tal resulta realmente numa
teoria completa mas não recursivamente axiomatizável,
o que é indesejável e não contradiz o Primeiro Teorema
da Incompletude de Gödel [8].

Existe um Segundo Teorema da Incompletude de Gö-
del que diz (essencialmente) o seguinte: se 𝑇 é uma te-
oria contendo Q, consistente e existe uma fórmula D
como a da demonstração do Primeiro Teorema da In-
completude de Gödel satisfazendo certas propriedades,
então 𝑇 não demonstra a fórmula ¬D( ̇0 = 1) que diz
que 𝑇 é consistente [8]. O Segundo Teorema da Incom-
pletude de Gödel diz, grosso modo, que as teorias razoá-
veis para fundamentar a matemática não conseguem
demonstrar a sua própria consistência [8].
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